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  اول     آزمون    

  بعدي نقطه و بردار در فضاي سه

 )1سطح (

  (مشابه تمرين كتاب درسي)    ؟نيستمختصات كدام نقطه صحيح . استيک مكعب به ضلع واحد  ،شكل مقابل  - 1
۱(A( , , )1 0 0     ۲(B( , , )1 0 1    
۳(C( , , )1 1 0    ۴(D( , , )0 1 1  

)Aی نقطه  - 2 , , )1 2   ؟نيستمفروض است. كدام گزينه صحيح  3
)ی نقطهها، xروی محور Aتصوير )۱ , , )1 0 )ی نقطه ،xyی روی صفحه Aتصوير )۲  است. 0 , , )1 2   است.0
)ی نقطه ،هاzنسبت به محور Aی قرينه )۳ , , )1 2 )ی قطهن ،yzی نسبت به صفحه Aی قرينه  )۴  است. 3 , , )1 2  است. 3

)Aهايش نوع مثلثی كه رأس  - 3 , , )1 0 1،B( , , )1 1 )Cو 1 , , )1 1   باشند، كدام است؟ 0
 الساقين متساوی ی الزاويه قائم )۴  الاضلاع متساوی )۳  الزاويه قائم )۲  الساقين متساوی )۱

گر سه ن  - 4 )Aی قطها , , )1 2 1،B( , , )3 0 )Cو 1 , , )1 2   (مشابه تمرين كتاب درسي)  كدام است؟ AMی باشند، طول ميانه ABCهای مثلث رأس 1
۱( ۲  ۲( ۳  ۳(6  ۴( 2 2   

)Aی ی نقطه قرينه  - 5 , , )2 2 )Mی نسبت به نقطه 3 , , )2 0   )91آزاد (مشابه  ای دارد؟ ها چه فاصلهyاز محور ،1
۱(5  ۲( ۲  ۳(2 2  ۴( ۳ 

)Aی وجود دارند كه از نقطه Oxد نقطه روی محورچن  - 6 , , )1 2   باشند؟ 5ی به فاصله 3
 شمار بی )۴  دو )۳  يک )۲  صفر )۱

گر بردار  - 7 aا ( , , ) 1 2   يال مكعب كدام است؟ طول قطر يک مكعب باشد، 1
۱(2  ۲(3  ۳( ۲   ۴( ۳ 

aبردار  - 8 ( , , ) 1 2   ؟نيستكدام گزينه صحيح  .مفروض است 3
aتصوير )۱


)بردار ،Oyروی محور , , )0 2 aتصوير )۲  است. 0


)بردار ،xzی روی صفحه , , )1 2   است. 3

aی قرينه )۳


)بردار ،Ozنسبت به محور  , , ) 1 2 aی قرينه )۴  است. 3


)بردار ،yzی به صفحهنسبت   , , )1 2  است. 3

)Aنقاط  - 9 , , )1 2 1، B( , , )2 0 1 ،C( , , )3 1 گر بردارهای مفروض Dو 2 ACاند. ا


BDو 


ADی تصـوير بـردار اندازه ،مساوی باشند 


روی  
  كدام است؟ xyی صفحه

۱( ۳  ۲(3 2  ۳( ۲  ۴( 2 3 

)Aنقاط  -10 , , )6 1 6، B( , , )1 1 MAی در رابطه Mو 1 BM2 3
 

  كدام است؟ xzی از صفحه Mی ی نقطه فاصله .كنند میصدق  
۱(3 2  ۲(10  ۳( ۳  ۴( ۱ 

گر دو برد  -11 vارا ( , ,m ) 1 2 1 vو 1 ( , k , ) 2 1 2   برابر است با: kو mگاه ، آنموازی باشند 1

۱(
m

k

 
 

3
1

4
  ۲(

m

k

 
 

3
1
4

  ۳(
m

k


 

3
1
4

  ۴( 
m

k


  

3
1
4

  

گر  -12 ABا BC MP PN o   3 3
   

ACی بين دو بردار گاه زاويه ، آن


MNو 


  خارج از كشور) 88(سراسري تجربي   چند درجه است؟ 

 ۱۸۰  )۴  ۹۰ )۳  ۶۰) ۲  ) صفر۱

گر طول بردارهای در شكل مقابل  -13 aی بردار اندازهباشد،   ۷و  ۵، ۳ترتيب  به cو a،bا b c 
 

  كدام است؟ 
۱( ۶  ۲( ۸  ۳( ۱۲  ۴( ۱۵ 
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CAحاصلABCDدر مستطيل  -14 DB
 

  كدام است؟ 
۱(BC2


  ۲(o  ۳(DA2


  ۴( AB2


 

گر  -15 vا i j k  1 2 3
   وv i j k  2

   باشد، حاصلv v
v v



1 2
1 2

2
2

 

  81آزاد (  كدام است؟(  

۱( ۱  ۲(6  ۳(6
6  ۴( 2

2 

aبردارهای  -16 ( , , ) 1 1 bو 1 ( , , ) 2 1   طول ضلع سوم مثلث كدام است؟ اند. دو ضلع يک مثلث 3
۱(14  ۲(17  ۳( ۴  ۴( ۳ 

گر  -17 aا m i m j mk  2 2
  

  كدام است؟ mبرداری يكه باشد، مقدار 

۱( 1
3  ۲( 3

3  ۳(1  ۴(  2
2 

گر  -18 aا ( , , ) 1 2 0 وb ( , , ) 1 1 2


aبردار نظيری  يكه ، بردار b 2


  كدام  است؟ 

۱(, ,1 2 2
3 3 3
( )  ۲(, , 1 2 2

3 3 3
( )  ۳(, , 3 405 5

( )  ۴(, , 4 3 05 5
( )  

  
   )2سطح (

گر فاصله  -19 A(x,yی ی نقطه ا , z) راز محوxمحورها ،yی صفحه ها وxy ی باشد، فاصـله ۳ و 13،14ترتيب برابر بهA  از مبـدأ
  مختصات كدام است؟

۱(6  ۲(3 2  ۳(2 3  ۴( ۴ 

گر چهار نقطه  -20 )Aی ا , , )1 2 1،B( , , )2 1 1،C( , , )3 0 G(a,bی و نقطه بوده ABCDالاضلاع های متوازی رأس ،Dو 2 ,c)  مركزثقـل
aباشد، مقدار ACDمثلث b c  كدام است؟  

۱( ۳  ۲( ۴  ۳(5
3  ۴( 8

3 

)Aی كه از نقطه xyی هندسی نقاطی از صفحه مكان  -21 , , )1 2   د كدام است؟نباش ۵ی  به فاصله 3
 تهی  )۴  كره )۳  دايره )۲  نقطه )۱

گر  -22 aتصوير قائم بردار طول ا (a ,a ,a ) 1 2   كدام است؟ a2باشد، 11و ۲، ۳ترتيب  هب xzو xy،yzهای بر صفحه 3
۱(1  ۲( 3  ۳(2 2  ۴(  2 

aبردار  -23 (m ,n ,m n)   1   صورت: عمود است. در اين xyی بر صفحه 2
bبردار )۱ ( m n,m,n m)  2 با محورOy .موازی است  
cبردار )۲ (m,n , m n)  2   موازی است. xyی با صفحه 2
dبردار )۳ ( , m n ,m )  2 2   موازی است. Oxبا محور 1
eبردار )۴ (m,n , m n) 2 ی با صفحهxz .موازی است 

bبا بردار aبردار  -24 ( , , ) 2 1 گر .استموازی  2 aا  6
aهای ، مجموع مؤلفه


  كدام است؟ 

۱( ۲  ۲( ۳  ۳(2  ۴( 3 

aدو بردار  -25 ( , ,m) 0 bو 3 ( n ,n ,m )   3 6 3 mحاصل .اند با هم موازی 2 n كدام است؟    
۱( ۴  ۲( ۲  ۳( ۳  ۴( ۵ 

گر سه ن  -26 )Aی قطها , , )1 2 1،B( ,m , )2 ,C(nو 1 , )1   كدام است؟ mnروی يک خط باشند، 3
۱(3

2  ۲(2
3  ۳(3

4  ۴( 4
3  
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  ؟نيستدر كدام گزينه صحيح  ،ی داده شده برای هر شكل رابطه  -27
  
۱(  ۲ (  ۳(  ۴(   

 
گر چهار بردار  -28 OAا


،OB


،OC


ODو 


OAدر تساوی  OB k(OD OC)  

   
همـواره كـدام  ABCDد، چهارضـلعیصدق كننـ 

k)است؟ )   )73سراسري تجربي (  1
 مستطيل )۴  الاضلاع متوازی )۳  لوزی )۲  ذوزنقه )۱

aبردار ،mبه ازای كدام مقدار  -29 ( , ,m) 1 )بردارهای بردار در راستایصورت مجموع دو  توان به را می 2 , , )0 1 )و 2 , , )2 3   نوشت؟ 1
۱(2

3  ۲( 2
3  ۳(3

2  ۴(  3
2 

گر  -30 aا


bو 


aی بين دو بردار غيرصفر باشند، زاويه  bu
a b

 


  وv a b b a 

   كدام است؟  
  منفرجه )۴  قائمه )۳  حاده )۲  صفر )۱

گر  -31 AMباشند، حاصل ABCهای مثلث ميانه CPو AM،BNا BN CP 
  

  كدام است؟ 
۱(AB


  ۲(AC


  ۳(AM3


  ۴( o  

GAهاست. حاصل محل برخورد ميانه Gی نقطهABCدر مثلث  -32 GB GC 
  

  كدام است؟ 
۱(GA3


  ۲( o  ۳(BC3


  ۴(AB


  

گر زاويه  -33   گاه: آن ،منفرجه باشد bو aی بين دو بردار ا

۱(a b a b  
  

  ۲(a b a b  
  

  ۳(a b a b  
  

  ۴( (a b) || (a b) 
  

 

OAدو بردار  -34


OBو 


 75و 43های ترتيـب زاويـه بـه Oxهـای مسـاوی، بـا محـور با طول 2Rدر فضای 
OAی سازند. زاويه می OB

 
  چند درجه است؟Oxبا محور 

۱( ۶۰    ۲( ۵۸  
۳( ۵۷    ۴(  ۵۹ 

uبردارهای  -35 ( , , ) 2 1 vو 1 ( , , ) 4 3   الاضلاع كدام است؟ تر متوازی ی ضلع كوچک اندازه .اند الاضلاع قطرهای يک متوازی 3
۱(14  ۲( ۴  ۳( ۳  ۴( 6 

گر  -36 aا i m j k  2 3
  

aeو  n i j pk  3
4

  
mمقدار ،باشد  n p  كدام است؟  

۱(1 32  ۲(1 32  ۳(5 34  ۴( 5 34  

  
   )3سطح (

)Aی سه نقطه  -37 , , )2 1 1،B( , , )1 3 C(xو 2 , y , z)  حداقل مقدار .اند مفروضدر فضاAC BC كدام است؟  
۱(3 2  ۲(10  ۳(26  ۴( ۵ 

)Aی ها از نقطه ی آن ارد كه فاصلهدر فضا وجود د Mچند نقطه مانند  -38 , , )2 2 )Bی و از نقطه ۳برابر  1 , , )1 2   باشد؟ ۴برابر  3
 صفر )۴  شمار بی )۳  يک )۲  دو )۱

39-  a


bو 


uبردارهای ،nمقداركدام اند. به ازای  ر غيرصفر و ناموازیدو بردا  a b 2 3
 وv a (n )b  3 1

 اند؟ ی مواز  
۱( 2

7  ۲( 5
2  ۳( 7

2  ۴( 2
5  
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BMای قرار دارد كه گونه به ABCاز مثلث BCروی ضلع Mی نقطه  -40 MC2 3
 

  . كدام رابطه صحيح است؟
۱(AM AB AC 3 2

5 5
  

    ۲(AM AB AC 2 3
5 5

  
  

۳(AM AB AC 3 2
5 5

  
    ۴( AM AB AC 2 3

5 5
  

 

PAلباشـد. حاصـ می فضای دلخواهی از  نقطه Pمحل برخورد قطرها و Mی نقطه ABCDالاضلاع در متوازی  -41 PB PC PD  
   

 
  كدام است؟

۱( o  ۲(PM2


  ۳(PM3


  ۴( PM4


  

ABحاصل ABCDEFضلعی منتظم در شش  -42 AD AF 
  

  كدام است؟ 
۱(AD3


  ۲(BC3


  ۳(AD2


  ۴( BC2


 

ABحاصل ABCDEFمنتظم ضلعی ششدر   -43 AC AD AE AF   
    

  كدام است؟ 
۱(AD2


  ۲(AD3


  ۳(AD4


  ۴( BC5


 

گر در ذوزنقه  -44 ABADداشته باشيم ABCDی ا DC BC   BCصورت حاصل ، در اين2 DA
 

  كدام است؟ 

۱(DC


  ۲(CD


  ۳(CD3
4


  ۴( DC3
4


 

aبردارهای  -45 ( , , ) 1 2 bو 2 ( , , ) 3 0 aی بين كدام بردار در راستای نيمساز زاويه .ندا مفروض 4


bو 


  است؟ 
۱(( , , )14 10 1  ۲(( , , )3 5 2  ۳(( , , )3 2 1  ۴(( , , )7 5 1  

گر زاويه  -46 برابر bو aی بين بردارهای ا
bو 4 a 2

 
bی بين بردارهای باشد، زاويه 


aو  b b a

  
  كدام است؟ 

۱(5
8  ۲(5

6  ۳(3
8  ۴( 2

3 
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  اول     آزمون  

  نقطه و بردار در فضاي سه بعدي
  )1سطح (

1 - )3(    

  كنيم: صورت زير تعريف می را به 3rبعدی الف) فضای سه : )1(نکته

{(x , y,z) | x , y,z }    3r r r r r  
 های لفهؤهای مرتبی است كه م تايی ی تمام سه مجموعه 3rيعنی فضای

  اعداد حقيقی باشند. ،ها آن
  
  
  
  
  
  
  
  

ــه از ــر نقط ــات ه ــه را به 3rد) مختص ــک س ــورت ي ــب  ص تايی مرت
(x , y,z)دهيم كه در آن: نشان می  

١(x ی دار آن نقطه از صفحه ی جهت (طول) برابر است با فاصلهyz.  
٢(y عرض)ی دار آن نقطه از صفحه ی جهت ) برابر است با فاصلهxz .  
٣(z ی دار آن نقطه از صفحه ی جهت (ارتفاع) برابر است با فاصلهxy.  

)Oی هـ) نقطه , , )0 0   را مبدأ مختصات گوييم. 0
  
  
  
  
  

  
گر نقطه): 2( نکته باشد، مختصـات قرار داشته ها xای روی محور الف) ا
x)صورت  آن به , , )0 0   باشد. می 0

گر نقطه صورت  باشد، مختصات آن بهته قرار داشها yای روی محور ب) ا
( , y , )00   باشد. می 0

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  با توجه به نكات فوق داريم:
A ( , , ) 1 0 0   
B ( , , ) 1 0 1   
C ( , , ) 1 1 1   
D ( , , ) 0 1 1  

2 - )3(    

A(xی نقطه :)1(نکته , y,z) صورت: مفروض است. در اين  
Aی نقطه ،هاxروی محور Aی الف) تصوير نقطه (x , , )1 0   است. 0
Aی نقطه ،هاyروی محور Aی ب) تصوير نقطه ( , y, )2 0   است. 0
Aی نقطه ،هاzروی محور Aی ج) تصوير نقطه ( , , z)3 0   است. 0

  
  
  
  
  

مختصات،  مختصات تصوير يک نقطه روی يک محوريافتن برای  تـذکر: 
 ،های ديگـر جـای مؤلفـه و بـه داشتهی نظير آن محور را ثابت نگه  مؤلفه

  دهيم. صفر قرار می
A(xی نقطه ):2نکته( , y,z) صورت: مفروض است. در اين  

Aی نقطه، xyی روی صفحه Aی الف) تصوير نقطه (x , y, )1   است. 0
Aی نقطه، yzی روی صفحه Aی ب) تصوير نقطه ( , y,z)2   است. 0
Aی نقطهxz، ی روی صفحه Aی ج) تصوير نقطه (x , , z)3   است. 0

  
  
  
  
  

 
 ،ی مختصـات روی يـک صـفحه تصـوير يـک نقطـهيـافتن برای  تذکر:
 ،ی ديگـر مؤلفـه جای بـهآن صفحه را ثابت نگه داشته و های نظير  مؤلفه
  دهيم. قرار می رصف

  

، 3rبعدی در ت سهب) دستگاه مختصا
دو عمـود بـر  از سه محور همرس و دوبـه

شــود. محــل همرســی  هــم تشــكيل می
  ناميم. محورها را مبدأ مختصات می

ی  ج) هر دو محور مختصات، يک صفحه
 دهند. مختصات را تشكيل می

گر نقطـه قـرار هـا zای روی محـور ج) ا
ـــــته  ـــــات آن داش ـــــد، مختص باش

)صورت به , ,z )00   باشد. می 0
  

گر  نقطه قـرار  xyی ای روی صفحه د) ا
صــورت  داشــته باشــد، مختصــات آن به

(x , y , )0 0  باشد. می 0

گر  نقطه  ه قرار  yzی ای روی صفحه ) ا
صـورت  اشـد، مختصـات آن بهداشـته ب

( , y ,z )0   باشد. می 00
  

گر  نقطه قرار  xzی ای روی صفحه و) ا
صـورت  داشـته باشـد، مختصـات آن به

(x , ,z )0  باشد. می 00
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A(xی نقطه ):3نکته( , y,z) صورت: مفروض است. در اين  
Aی نقطهها، xنسبت به محور Aی ی نقطه الف) قرينه (x , y , z) 1 .است  

Aی نقطهها، yنسبت به محور Aی ی نقطه قرينه  ب) ( x , y , z) 2 .است  
Aی نقطهها، zنسبت به محور Aی ی نقطه ) قرينهج ( x , y,z) 3 .است  
  
  
  
  
  
  
  

ی  مؤلفه ،ی يک نقطه نسبت به يک محور مختصات قرينه يافتن برای تذکر:
  كنيم. های ديگر را قرينه می نظير آن محور را ثابت نگه داشته و مؤلفه

A(xی نقطه ):4( نکته , y,z) صورت: مفروض است. در اين  
Aی نقطه ،xyی نسبت به صفحه Aی قرينه )الف (x , y, z)1 .است  
A ی نقطه، yzی نسبت به صفحه Aی ) قرينهب ( x , y ,z)2 .است  
A ی نقطه، xzی صفحه نسبت به Aی ) قرينهج (x , y,z)3 .است  
  

  

  

  

  
  

مختصـات، ی  نسـبت بـه يـک صـفحهی يک نقطـه  قرينه يافتن برای تـذکر: 
  كنيم. ی ديگر را قرينه می را ثابت نگه داشته و مؤلفههای نظير آن صفحه  مؤلفه

ــه ن ــه ب ــا توج ــوقب ــات ف ــه ،ك ــط) ٣ی ( گزين ــه غل ــرا قرين ــت. زي  ی اس
)Aی نقطه , , )1 2 )ی نقطه ،هاzنسبت به محور 3 , , ) 1 2   باشد. می 3

3 - )4(    

ـــله : نکتـــه ـــه فاص A(xی ی دو نقط , y ,z )1 1 B(xو 1 , y ,z )2 2 از  2
  شود: زير محاسبه می ی طهراب

| AB | (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2
2 1 2 1 2 1  

A(xی ی نقطـه فاصله :نتیجه , y,z) ی  رابطـهاز  مختصـات، از مبـدأ
|  شود: محاسبه می رو روبه OA | x y z  2 2 2  

 

| AB | ( ) ( ) ( )      2 2 21 1 1 0 1 1 1  

| BC | ( ) ( ) ( )      2 2 21 1 1 1 0 1 1  

| AC | ( ) ( ) ( )      2 2 21 1 1 0 0 1 2  

| جـــا كـــه از آن BC | | AB | و( )  2 2 22 1 در  ABCمثلـــث، 1
  الساقين است. متساوی ی الزاويه قائم Bرأس

4 - )3(    

ــه ــــه : نکتــ A(x ی دو نقط , y ,z )1 1 B(xو 1 , y ,z )2 2 ــــا  2 در فض
از  ABخط وسط پـاره Mی مختصات نقطه ،صورت ايناند. در  مفروض
  شود: زير محاسبه می ی رابطه

x x y y z zA BM , ,
    1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
( )   

 

  

B CM M     است.BCوسط 2

M , , ( , , )    3 1 2 0 1 1 2 1 12 2 2
( )  

| AM | ( ) ( ) ( )       2 2 22 1 1 2 1 1 6  
5 - )1(    

 Bی نقطـه ،Mی نسـبت بـه نقطـه Aی ی نقطه قرينهگر ا : )1(نکته
  است و داريم: ABخط وسط پاره Mی گاه نقطه باشد، آن

  A BM B M A   22   

A(xی نقطه : )2( تهنک , y ,z) صورت:  مفروض است. در اين  
AA|برابر است با xyی از صفحه Aی ی نقطه فاصله الف) | |z|1.  

|برابر است با yzی از صفحه Aی ی نقطه ب) فاصله AA | | x |2.  
|برابر است با xzی از صفحه Aی ی نقطه ج) فاصله AA | | y |3.  

  
  
  
  
  

ــه( ــا ):3نکت ــكلمط ــر بق ش ــلهزي ــه ، فاص A(xی ی نقط , y ,z)  از
  های جانبی است. پس: محورهای مختصات، برابر با قطرهای مستطيل

  :برابر است با هاxاز محور Aی ی نقطه الف) فاصله
| AA | y z 2 2

1  
  : برابر است با هاyاز محور Aی ی نقطه ب) فاصله

| AA | x z 2 2
2  

  : برابر است با هاzاز محور Aی ی نقطه ج) فاصله
| AA | x y 2 2

3  
  
  
  
  
  

گر قرينه   داريم: ،فرض كنيم Bرا Mی نسبت به نقطه Aی هی نقط ا
B M A ( , , ) ( , , ) ( , , )      2 2 2 0 1 2 2 3 2 2 1  

x z    2 2 4 1   هاyاز محور Bی فاصله 5



 فصل اول: بردارها  هندسه تحليلي   16   

M(xی نقطــه مفــرض كنــي  )1( - 6 , , )0 جــواب  ،هــاxروی محــور 0
  باشد. پس داريم: مسأله

| AM | (x ) (x )         2 25 1 4 9 5 1 8  
  ای وجود ندارد. چنين نقطه ،ی فوق فاقد جواب است جا كه معادله از آن

7 - )1(    

   
  
  
  

  

  
  
  
  
 
  

  
  

aی بــردار انــدازه : )5( نکتــه (a ,a ,a ) 1 2 ــا نمــاد 3 |را ب a |


نشــان  
  شود: ی زير محاسبه می از رابطهدهيم و  می

| a | a a a  2 2 2
1 2 3


  

  
     

  
  

a ( , , ) | a |      1 2 1 1 4 1 6
 

  
گر اندازه   داريم: ،نيمفرض ك xی يال مكعب را حال ا

| a | x x x     63 6 3 23


  
8 - )2(    

aبردار : )1( نکته (a ,a ,a ) 1 2   صورت: مفروض است. در اين 3
a)ها، بردارxروی محور aالف) تصوير بردار , , )1 0   است. 0
)ها، بردارyروی محور aب) تصوير بردار ,a , )20   است. 0
)ها، بردارzروی محور aج) تصوير بردار , ,a )30   است. 0

aبردار : )2( نکته (a ,a ,a ) 1 2   صورت: مفروض است. در اين 3
a)، بردارxyی روی صفحه aالف) تصوير بردار ,a , )1 2   است. 0

a)، بردارxzی روی صفحه aتصوير بردار ب) , ,a )1   است. 30
)، بردارyzی روی صفحه aج) تصوير بردار ,a ,a )2   است.  30

aبردار : )3( نکته (a ,a ,a ) 1 2   صورت: مفروض است. در اين 3
a)ها، بردارxحورنسبت به م aی بردار الف) قرينه , a , a ) 1 2   است. 3

  

)ها، بردارyنسبت به محور aی بردار ب) قرينه a ,a , a ) 1 2   است. 3
)ها، بردارzنسبت به محور aی بردار ج) قرينه a , a ,a ) 1 2   است. 3

aبردار : )4(نکته (a ,a ,a ) 1 2   صورت: در اين .مفروض است 3
 ، بـــردارxyی نســـبت بـــه صـــفحه aی بـــردار الـــف) قرينـــه

a (a ,a , a ) 1 2   است. 3
)، بردارyzی نسبت به صفحه aی بردار ب) قرينه a ,a ,a ) 1 2   است. 3
a)، بردارxzی نسبت به صفحه aی بردار ج) قرينه , a ,a )1 2    است. 3

aی) بردار برای يافتن تصوير (يا قرينه تـذکر:  (x , y,z)  نسـبت بـه
ی  ی) نقطـه محورها يا صفحات مختصات، كافی است تصوير (يـا قرينـه

x)ی انتهايی آن (يعنی نقطه , y,z).را بيابيم (  
  

ــوق ــات ف ــه نك ــه ب ــا توج ــه ،ب ــوير  )٢ی ( گزين ــرا تص ــحيح نيســت. زي ص
aبردار ( , , ) 1 2 aبردار، xzی روی صفحه 3 ( , , )  1 0   باشد. می 3

9 - )2(    

  
  
  
  

B A B A B AAB B A (x x , y y ,z z )     


  
ــه ـــــردار ):2(نکتـــ aدو ب (a ,a ,a ) 1 2 bو 3 (b ,b ,b ) 1 2 را  3

  نظير با هم مساوی باشند. ها نظير به ای آنه مساوی گوييم هرگاه مؤلفه
a b (a b ,a b ,a b )    1 1 2 2 3 3


  

  

گر مختصات نقطه x)را Dی ا , y, z) :فرض كنيم، داريم  

AC BD C A D B ( , , ) (x , y,z )         2 1 3 2 1
 

  
x x
y y D ( , , )
z z

   
          
    

2 2 4
1 1 4 1 4

1 3 4
  

AD D A ( , , )    3 3 5


  
( , , ) 3 3 ADتصوير 0


  xyی روی صفحه 

   9 9 0 3 ADتصوير طول 2


  xyی روی صفحه 
10- )4(    

گر : نکته aيک عدد حقيقی و ا (a ,a ,a ) 1 2 3


  :گاه آن ،باشد يک بردار 
a  الف) ( a , a , a )    1 2 3


  

|  ب) a | | || a |  
 

  
  

Mفرض كنيم روش اول: (x, y,z)صورت . در اين:  
MA BM (A M) (M B)    2 3 2 3
 

  
( x , y, z) (x , y ,z )        2 6 1 6 3 1 1 1  

( x , y, z) ( x , y , z )        12 2 2 2 12 2 3 3 3 3 3 3  

دار در  خط جهـت هر پـاره : )1نکتـه( 
  فضا را پيكان گوييم.

راسـتا،  كان را كه همدو پي : )2( نکته
ارز  جهت باشـند، هـم اندازه و هم هم

  گوييم.
ــه نقطــه : )3نکتــه( ــانی را ك ی  پيك

آغازش مبدأ مختصات باشـد، بـردار 
  گوييم.
مختصــات يــک بــردار  : )4( نکتــه

ی  عبارت اسـت از مختصـات نقطـه
گر نقطه ی انتهايی  انتهايی آن بردار. ا

a)ی نقطهaبردار ,a ,a )1 2 باشد،  3
aنويسيم می (a ,a ,a ) 1 2 3


. 

گر طول يال يک مكعـب یادآوری:  ا
باشد، طول قطر مكعب برابر  xبرابر

xاست با 3.  
AB x HB x   3 

ــــاط ):1(نکتــــه ــــر نق گ Aا A AA(x , y ,z ) 
Bو B BB(x , y ,z ــه ( ــای  ب ــدا و انته ترتيب ابت

ارز با ايـن  باشند، مختصات بردار هم ABپيكان
 آيد:دست می ی زير به پيكان از رابطه
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x x x
y y y M ( , , )
z z z

    
            
     

12 2 3 3 3
2 2 3 3 1 3 1 3

12 2 3 3 3
  

| y | | |   1   xzی از صفحه Mی فاصله1
  روش دوم:

MA BM (A M) (M B) A M M B        2 3 2 3 2 2 3 3
 

  
( , , ) ( , , )A BA B M M         2 6 1 6 3 1 1 12 32 3 5 5 5  

| |  1 xzMی فحهاز ص Mی فاصله 1 ( , , )  3 1 3  
11- )1(    

ديگر  يـکهرگـاه مضـربی از  گـوييمرا مـوازی  bو aدو بردار :)1(نکته
aيعنی باشند. b 


.( )r  

گر الف) تـذکر:  ا  aگـاه آن ،باشد 0


bو 


بـين ی  و زاويـه انـد جهت هم 
  ها صفر درجه است. آن

  

گر ب) ا  aگاه آن ،باشد 0


bو 


ی  و زاويـه ديگرنـد يکف جهت در خلا 
  است. 180ها  بين آن

  
  

گر دو بردار ):2(نکته aا (a ,a ,a ) 1 2 bو 3 (b ,b ,b ) 1 2 موازی  3

aگاه آن ،باشند a a
b b b

 1 2 3
1 2 3

  . و برعكس 
  

k kmv || v
k m m

                 
1 2

1 122 1 1 2 4
1 2 1 1 2 3

 
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a) دو بـــردارالـــف ):1(  نکتـــه (a ,a ,a ) 1 2 bو 3 (b ,b ,b ) 1 2 3 
aها را بـا صورت مجموع آن اند. در اين مفروض b


دهيم و  نشـان مـی 

  كنيم: صورت زير تعريف می به
a b (a b ,a b ,a b )    1 1 2 2 3 3


  
گر با دو بـردار الاضلاع): ا ب) تعبير هندسی جمع دو بردار (روش متوازی

a وb ـــک متوازی ـــازيم، آن ي ـــلاع بس ـــاه الاض aگ b


ـــری از   قط
aالاضلاع است كه از مبدأ متوازی


bو 


  شود. شروع می 

  
  
  

گـر ابتـدای بـردارج) تعبير هند  bسی جمع دو بـردار (روش مثلثـی): ا
aگاه ن باشد، آ aمنطبق بر انتهای بردار b


ضلع سوم مثلثی است كه  

aبا


bو 


  شود. ساخته می 
  

  AB BC AC 
  

  
  

ــه( ــردار ):2نکت ــف) دو ب aال (a ,a ,a ) 1 2 bو 3 (b ,b ,b ) 1 2 3 
aها را با صورت تفاضل آن اند. در اين مفروض b


صورت  نشان داده و به 

a  كنيم: زير تعريف می b (a b ,a b ,a b )    1 1 2 2 3 3


  
  
  

  
  
  
  

AB  روش اول:   BC MP PN o   3 3
   

  

AC MN

AB BC (MP PN) o    3
 

   
   

AC MN o AC MN     3 3
   

  
است. در نتيجه اين دو بـردار،  MNمضربی منفی از بردار ACبنابراين بردار

 باشد.  می 180ها آن ی بين ديگرند. پس زاويه موازی و در خلاف جهت يک
  ارز با پيكان داريم: با توجه به تعريف بردار هم روش دوم:

AB BC MP PN o   3 3
   

  
(B A) (C B) (P M) (N P) o        3 3  
(C A) (N M) o AC MN o       3 3

 
  

AC MN  3
 

  
ACجا كه از آن


MNمنفی ازمضربی  


باشد، اين دو بردار با هـم مـوازی و  می 

 باشد. درجه می ١٨٠ها برابر  ی بين آن ديگرند. پس زاويه در خلاف جهت يک

bبا توجه به شكل داريم  )1( -13 c a 
  

  . پس:


a

a b c a a a     2


    
  

| a b c | | a | | a |     2 2 6
   

  
  با توجه به شكل داريم:  )3( -14

CA CD DA

DB DC CB

  

  

  

    

CA DB (CD DA) (DC CB)     
     

  


o DA

(CD DC) DA CB DA     2


    
  
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iالــف) بردارهــای : نکتــه ( , , ) 1 0 0،j ( , , ) 0 1 kو 0 ( , , ) 0 0 را  1
  ييم.ی محورهای مختصات گو بردارهای يكه

ـــردار دلخـــواه ـــر ب aب) ه (a ,a ,a ) 1 2 ـــوان به را می 3 صـــورت  ت
a a i a j a k  1 2 3

  
  نشان داد. 

  

v ( , , ) 2 1 1 1


vو  ( , , )1 2 3 1


   
v v ( , , ) ( , , ) ( , , )      1 22 2 3 1 2 2 2 0 5 1
 

  

 aب) تعبير هندسی تفاضل دو بردار: دو بردار
aصورت اند. در اين مفروض bو b


بـرداری  

bاست كه از انتهای


aبه انتهای 


  رسم شود. 
ــه: ــــردار نتیجــ ــــد. در  مفروض bو aدو ب ان

ـــــورت اين aص b


aو  b


ـــــای   قطره
aاند كه با الاضلاعی متوازی


bو 


 شود. ساخته می 
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 در  z2جای گذاری
 معادله ی اول و دوم

| v v | (I)     1 22 0 25 1 26
 

  
v v ( , , ) ( , , ) ( , , )    1 22 2 3 1 2 2 2 4 1 3
 

  

| v v | (II)     1 22 16 1 9 26
 

  
| v v |

(I) , (II)
| v v |


  


1 2
1 2

2 26 1262

 
  
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a b ( , , )    3 2 2


  ضلع سوم مثلث 
| a b |     9 4 4 17


  طول ضلع سوم مثلث

17- )1(    

  .گوييمرا بردار يكه (واحد)  به طول يکهر بردار  ):1(  نکته
جهت  راستا و هم ای كه هم مفروض است. بردار يكه aدارالف) بر :)2(  نکتـه 

aبا


aی نظير باشد را بردار يكه 


aeگوييم و با نماد 


  دهيم.  نشان می 
  :داريم aبرای هر بردار دلخواهب) 

   ae a
| a |

 1 
  

ae تذکر:


   يم.يگونيز  »aجهت بردار«را  
  

aبردار ( m, m, m) 2   باشد و داريم: می ١يكه است. پس طول آن برابر  2

| a | m m m    2 2 21 4 4 1


  

m m   2 29 1 9 1  

m m    2 1 1
9 3  
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a b ( , , ) ( , , ) ( , , )      2 1 2 0 2 2 4 3 0 4


  

| a b |    2 9 16 5


  

(a b)
( , , )a be , ,

| a b |
   

2
3 0 42 3 405 5 52




 ( )  

  

  )2سطح (
19- )2(    

y z y z     2 2 2 213   هاxاز محور Aی فاصله 13

x z x z     2 2 2 214   هاyاز محور Aی فاصله 14
| z | z   23   xyی از صفحه Aی فاصله 9

y z x

x z y

zz

   
 

    
 

 

2 2 2

2 2 2

22

13 5
14 4

99
''''''''''''''''"  

OA x y z       2 2 2 5 4 9 18 3 2 
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ABCD A C B D   الاضلاع است متوازی.  
D A C B ( , , )     2 3 0  

G(aی حال مختصات نقطه ,b,c) مركز ثقل مثلثACD يابيم: را می  
A C DG , ,          1 3 2 2 0 3 1 2 0

3 3 3 3
( )  

G , , a b c        5 1 5 12 2 43 3 3 3
( )  

ــي  )2( -21 ــرض كن ــه مف M(xی نقط , y, ــفحه روی 0(  و xyی ص
  :بنابراين .باشد موردنظر هندسی از مكان عضوی

MA (x ) (y )      2 25 1 2 9 5  
(x ) (y )    2 21 2 16  

)ای بـه مركـز دايـره مـوردنظر، هندسـی مكان پس , , )1 2 روی  ٤و شـعاع  0
  باشد. می xyی فحهص

22- )1(    
(a ,a , ) 1 2 aتصوير 0


xyaی روی صفحه (a ,a ,a ) 1 2 3


 

a a a a (I)     2 2 2 2
1 2 1 23 aطول تصوير9


  xyی روی صفحه 

a a (II)

a a (III)

   
  

2 2
2 3
2 2
1 3

4
11

  به روش مشابه 

  داريم: (III)و (II)،(I)روابط زدن با جمع

a a a a a a (a a ) a          2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 22 2 2 24 12 12  

(III)
a a a      2 2

2 2 211 12 1 1''''"  
23- )3(    

گر يک بردار با ي :)1(نکته ک محور مختصات موازی باشد، بر آن محـور ا
  منطبق است و در نتيجه:

گر بردار عمـود  yzی ها مـوازی باشـد (بـر صـفحهxبا محور aالف) ا
aصورت )، مختصات آن به.باشد (x , , )1 0 0


  باشد. می 

  
  
  
  
  

  

گر بردارهای یادآوری: دو ضلع يک  bو aا
ــث،  آنمثلــث باشــند،  ــاه ضــلع ســوم مثل گ

aبردار b


 باشد. می

گر چهـار نقطـه ):1(  نکته  A،B،Cی ا
  ضـــلاعالا هـــای يـــک متوازی رأس Dو

A  گاه: باشند، آن C B D O    2  
گر نقطه ):2(   نکتـه   مركزثقل مثلث Gی ا

ABC گاه: باشد، آن  
A B CG   3 

گر بردار ها موازی باشـد yبا محور aب) ا
عمود باشد.)، مختصـات  xzی (بر صفحه

aصورت آن به ( , y , )2 0 0


  باشد. می 
گر بردار ها موازی باشد zبا محور aج) ا
.)، مختصات عمود باشد xyی (بر صفحه

aصورتآن به ( , , z)3 0 0


 باشد.می 
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