
  
  
  
  
  

   هاي هندسي مكان هندسي و رسم 
  :ي نقاط صفحه يا فضا است كه ي همه مجموعه :مكان هندسي

  .داراي ويژگي مشتركي هستند) آ
  . متعلق به اين مجموعه نقاط باشد، اين ويژگي مشترك را داشته باشد كههر نقطه از صفحه يا فضا) ب

  .ستا خط به يك فاصله دو سر آن پاره است كه از اي نقطهخط مكان هندسي  مثلاً عمودمنصف هر پاره

  هاي هندسي مهم مكان  

اي بـه      دايـره  ، اسـت  Rي معلـوم     بـه فاصـله    Oي ثابـت    اي در صفحه كه از نقطه       مكان هندسي نقطه  ) 1
,C(Oصورت  شود و آن را به  ناميده ميR و شعاعOمركز R)دهند  نشان مي.  

  

  
,C(Oي  دايره :56مثال   غلتـد را در       و روي محيط آن مـي       واقع است  Cي   كه خارج دايره   2اي به شعاع     مكان هندسي مركز دايره    . مفروض است  6(
   نقاط اين مكان كدام است؟ي ترين فاصله بيش. گيريم نظر مي

1(8     2(16   
3(12     4(18   

Cهـاي   ي دايره   همه  (O , )  ي    مركزشـان از نقطـه     ،غلتنـد    مـي  Cي  كـه روي محـيط دايـره       2
تـرين     اسـت كـه بـيش      8 و شـعاع   Oاي به مركز     دايره Oي   پس مكان نقطه   ، است 8ي   به فاصله  Oثابت
  .صحيح است) 2(ي  گزينه بنابراين .است16 طول قطر اين دايره يعني هندسي، نقاط اين مكاني فاصله

  

  
  )37ي   صفحه-ي كتاب درس7تمرين (  ؟ كدام است ،اند اي معلوم از آن مماس هايي كه بر يك خط در نقطه   مكان هندسي مركز دايره  :57مثال 

    خط)2      دايره)1
  دايره  نيم)4     خط  يك پاره)3

OA،Oهاي  خط  ي پاره   همه  A،O A   ي  در نقطه ...  وA    بـر خـط L  پـس  .ند هـست   عمـود  
 يعنـي مكـان     . قـرار دارنـد    L و عمود بر خـط     Aي  روي يك خط گذرنده بر نقطه     ...  و   OوO،Oنقاط

  .صحيح است) 2(ي  گزينه بنابراين . استLها خطي عمود بر خط هندسي مركز دايره

  
 مكـان   .ايـم    خطـي عمـود كـرده      گذرند  مي Bي  هايي كه از نقطه      خط ي   بر همه  Aي  از نقطه . اند  مفروض 8ي   به فاصله  B و Aي  دو نقطه  :58مثال  

  هندسي پاي اين عمودها كدام است؟
   4اي به قطر دايره) 2     8اي به قطر دايره) 1
   AB موازي،دو خط) AB     4عمودمنصف) 3

 ، نـصف وتـر اسـت   ،ي نظير وتر  ميانهABH وABHي الزاويه هاي قائم  مطابق شكل در مثلث    

ABMHپس MH    و  AB وسـط  Mي  اي بـه مركـز نقطـه         دايـره  ،Hي   يعني مكان نقطـه    .42
  .صحيح است) 1(ي  گزينهبنابراين .  است4شعاع

  
اي بـه      كـره  ، قـرار دارد   Rي معلـوم     بـه فاصـله    Oي ثابت   اي در فضا كه از نقطه       مكان هندسي نقطه  ) 2

  .شود  ناميده ميRو شعاعOمركز
  

 ويژگي مشترك
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3ي  معلوم به فاصلهي  در فضا كه از يك صفحهاي نقطهمكان هندسي  :59مثال  3ي  از آن صفحه به فاصلهيي ثابت  و از نقطه2   است؟ كدام ،  قرار دارند3
  .  وجود نداردي چنين مكان)4   دو نقطه)6  3 دو دايره به محيط)18  2 دو دايره به محيط)1

ــان هندســي   ــضااي نقطــهمك ــه در ف ــه فاصــلهPي  از صــفحه ك 3ي  ب ــرار دارد 2 و  د،ق
3ي  و به فاصله   Pي   موازي صفحه  Q و Rي  صفحه  از طرفي مكان هندسي نقـاطي  .باشند  از آن مي2

3ي   به فاصله  Pي   در صفحه  Oي  كه از نقطه   3 و شعاع  Oايي به مركز     كره ،ند هست 3 اين .  است 3
  :آيد دست مي  به شرح زير بهها آن اند و محل برخوردشان دو دايره است كه محيط دو مكان متقاطع

  AH OA OH ( ) ( ) AH        2 2 2 2 23 3 3 2 27 18 9 3   
r.صحيح است) 2(ي  گزينه       2 2 3   ها دايرههر يك از  محيط 6

  

 ، دو خـط قـرار دارد،  lي معـين   بـه فاصـله  dاي در صفحه كـه از خـط مفـروض        مكان هندسي نقطه  ) 3
  .شوند  در دو طرف آن رسم ميlي ه است كه با فاصلdموازي

  
 ـا  اسـتوانه  ي اسـت، سـطح    lي معـين     بـه فاصـله    dاي در فضا كه از خط مفروض        مكان هندسي نقطه  ) 4   و يي

  )37ي   صفحه- كتاب درسي6 تمرين(  . استl مقطع قائم آن مساوي و شعاعd است كه محور آن خطنامحدود
  
  
  

   كدام است؟، مماس بر يك خط مفروض،اي به شعاع معلوم مكان هندسي مركز دايره :60مثال 
  دو خط) 2    يك خط) 1
  خط يك نيم) 4    يك دايره) 3

ي   صورت فاصـله    در اين  . مماس است  L باشد كه بر خط معلوم     Rفرض كنيم شعاع دايره    
و بـه    L مـوازي  ، مركـز دايـره دو خـط        هندسي  پس مكان  ، است R مقدار ثابت  Lمركز دايره از خط   

  .صحيح است) 2(ي  گزينه بنابراين . از آن استRي فاصله
  

ساحتي هاي حاصل داراي م     دهيم كه مثلث     را طوري تغيير مي    Aداريم و رأس     را ثابت نگه مي    BCضلع.  در فضا مفروض است    ABCمثلث :61مثال  
   كدام است؟Aي  مكان هندسي نقطه. باشدABCبرابر مساحت

  يا سطح استوانه) 4  كره) 3  دو خط) 2  يك خط) 1

   S(ABC)S(ABC) AH.BC AH
BC

  
21

2   
 از خط شامل    Aي نقطه ي  فاصله لذا   . معلوم است  AH پس مقدار  ،ندا   ثابت BC و S(ABC)چون مقادير 

S(ABC)برابر مقدار ثابت   BCامتداد
BC

 ،ي است كه محور آنا  آن سطح استوانه    هندسي پس مكان  . است 2
  .صحيح است) 4(ي  گزينه پس . استBCخط شامل

  

  .استABخط  به يك فاصله است، عمودمنصف پارهBوAي اي در صفحه كه از دو نقطه مكان هندسي نقطه) 5
  :اثبات

  . از دو سر آن به يك فاصله استABخط نصف پارهكنيم هر نقطه روي عمودم ثابت مي )آ

   
MH MH
H H AMH BMH MA MB
AH BH

 
 

     
 

1 2 90  

 را بـا    Mي  بـه همـين جهـت نقطـه        . قـرار دارد   AB روي عمودمنـصف   ، به يك فاصله باشـد     ABخط  از دو سر پاره   كه  كنيم هر نقطه      ثابت مي ) ب
MAفرض MBبه وسط ABكنيم  وصل مي:  

   
MH MH
AH BH AMH BMH H H
MA MB

      
 

1 2  

چون H H 1 2 180،پس  H H 1 2 90و اين يعني MHخط  عمودمنصف پارهABاست .  

 )ضزض(

)ضضض(
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 وجـود دارد كـه از   dد نقطـه روي  چن، عمود باشد d بر خط  ABاگر خط شامل  . اند   در يك صفحه داده شده     B و Aي   و دو نقطه   dخط :62مثـال   
   به يك فاصله است؟B وAنقاط

  شمار  يا بييك يا صفر  )4  يك يا صفر )3  شمار  صفر يا بي)2  شمار  يك يا بي)1
   

  
  
  
  

  

 مـسأله  و اسـت    بـه يـك فاصـله   B وA ازd هر نقطه روي خط،)شكل بالا سمت راست  ( منطبق شود    d بر خط  L خط يعني ABاگر عمودمنصف 
  .صحيح است) 2(ي  گزينه بنابراين . جواب نداردمسألهو ) شكل بالا سمت چپ(ند  هستمنطبق نباشند، موازيبر هم  d وLشمار جواب دارد و اگر بي

  
 .دهد   را نشان مي   Fي   و فواره  Sي  نمودار مقابل محل قرار گرفتن ساختمان شهرداري، مجسمه        :63مثال  

از مجسمه و فواره به يك فاصله و از مقابل ساختمان           كه  ي پرچمي را در محلي نصب كنيم          خواهيم ميله   مي
  ي محل نصب پرچم تا مجسمه و فواره كدام است؟ فاصله.  متر باشد9ي شهرداري به فاصله

1(16 2     2(15 2   
3(16     4(15   

 ،L متر قرار دارند و خـط 9ي  است كه از ساختمان شهرداري به فاصله      اي  نقطه مكان   Lخط 
محل تلاقي  . اند  فاصله به يك    F و Sي  نقاطي است كه از دو نقطه     هندسي   مكان   ،SFخط  عمودمنصف پاره 

  :آيد دست مي  به شرح زير بهF وSي آن از  جاي پرچم است و فاصله،Aي  نقطه،اين دو مكان

  SFSB , SH BH SH SB      3 2 12 2 9 22  

AH است پس  45 و 90،45 برابر ABHچون زواياي مثلث   BH  9  ي  الزاويـه    و در مثلث قائم    2
ASHداريم :  SA SH AH SA ( ) ( ) SA        2 2 2 2 2 2 212 2 9 2 2 15 15 2  

  .صحيح است) 2(ي  گزينهبنابراين 
  

  )37ي   صفحه- كتاب درسي3تمرين (  . را تعيين كنيد   ستا   به يك فاصلهABخط   در فضا كه از دو سر پاره    اي نقطهمكان هندسي   :64مثال 
 ،مطلوبهندسي   مكان   ، پس مطابق شكل   ،شمار عمودمنصف دارد     بي خط در فضا    چون يك پاره   

 ي   بنابه قرارداد اين صفحه را، صفحه      .گذرد و بر آن عمود است        مي ABخط  اي است كه از وسط پاره       صفحه
  .نامند  ميABخط عمودمنصف پاره

  
  

  
  . نيمساز آن زاويه است،باشد مي يك زاويه كه از دو ضلع زاويه به يك فاصله ي اي در صفحه مكان هندسي نقطه) 6

  :اثبات
  : روي نيمساز يك زاويه از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله استM مانندكنيم هر نقطه  ثابت مي)آ

   
 

OM OM
O O OME OMF ME MF
E F

 
 

    
  

1 2
90

  

  

MEبـا فـرض  . زاويه قـرار دارد آن  روي نيمساز ، از دو ضلع يك زاويه به يك فاصله باشداي كه  كنيم هر نقطه     ثابت مي  )ب MF ي ، نقطـهM را 
  : داريم.كنيم  وصل ميOبه

  
 

 
ME MF
OM OM OME OMF O O
E F

 
    
  

1 2
90

  

  . استO ي  نيمساز زاويهOMيعني
  

 حادهيوتر و يك زاويه

وتر و يك ضلع
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رو بـه يـك فاصـله     د كه از اضلاع روبـه نكن  اي قطع مي    الاضلاع يكديگر را در نقطه       مجاور يك متوازي   ي  ثابت كنيد كه نيمسازهاي دو زاويه      :65مثال  
  .است

EF است پـس   A روي نيمساز  Eچون  EG  چنـين   ، هـمE   روي نيمـساز D     اسـت پـس 
EG EHبنابراين ،EF EH  

  
  

   كدام است؟،اند هايي كه بر دو خط متقاطع مماس ان هندسي مركز دايرهمك :66مثال 
  يك دايره) 2     دو خط عمود بر هم) 1
  دو خط موازي) 4    يك خط ) 3

  مركز  پس .اند   از اين دو خط به يك فاصله       d و dهاي مماس بر دو خط متقاطع       مركز دايره  
دانيم نيمسازهاي زواياي مجانب بـر         قرار دارند و مي    d و d روي نيمسازهاي زواياي بين دو خط      ها  دايره

  .صحيح است) 1(ي  گزينه بنابراين .ند هستهم عمود
  

   يك مكان هندسيمثابهنقاط همرسي مثلث به   
  . مثلث همرسندسه عمودمنصف اضلاع هر) 1

 را بـه    Oناميم و    مي Oها را    محل تلاقي آن   .كنيم   را رسم مي   AC و ABهاي اضلاع    عمودمنصف :اثبات
  : داريم.كنيم هاي مثلث رسم مي رأس

  AB O OA OB
OB OC

AC O OA OC
  

   
  

ي    قرار دارد و اين يعني سه عمودمنصف اضلاع مثلث در نقطه           BC لذا روي عمودمنصف   . به يك فاصله است    BCخط   از دو سر پاره    Oي  پس نقطه 
Oهمرسند .  

 محيطـي   ي  دايـره گـذرد و آن را         مي ABCاي است كه از سه رأس مثلث         مركز دايره  ABCهاي اضلاع مثلث    مرسي عمودمنصف  ه ي  نقطه :تذكر
OA)دهند   نمايش ميRو معمولاً شعاع آن را بانامند  مي مثلث OB OC R)  .  

  
  
  
  
  

  . كه از سه رأس آن به يك فاصله است، آن مثلثي اي است در صفحه  مكان هندسي نقطه،هاي هر مثلث ي همرسي عمودمنصف  نقطه:1نتيجه 
  .گذرد  و تنها يك دايره مي يكي غيرواقع بر يك خط  از هر سه نقطه:2نتيجه 

  
   محيطي مثلث كدام است؟ي  مثلث تغيير كند، مكان هندسي مركز دايرهي اگر دو رأس مثلثي ثابت باشند و رأس سوم در صفحه :67مثال 

  اي به شعاع ضلع ثابت   دايره)4  اي به قطر ضلع ثابت  دايره)3   خطي موازي با ضلع ثابت)2   خطي عمود بر ضلع ثابت)1
 روي  ،ABC مركز دايره محيطي مثلـث     ،Oي  علوم است و نقطه    عمودمنصف آن م   ، ثابت است  BCچون تذكر قبل، هاي    با توجه به شكل    

  .صحيح است) 1(ي  گزينهبنابراين . كند  روي اين خط تغيير ميOي  نقطه، در صفحهA پس با تغيير.اين خط قرار دارد
  

  ترين ضلع مثلث كدام است؟ ي اين نقطه از بزرگ فاصله. اي از سه رأس آن به يك فاصله است  نقطه24 و13،13در مثلث به اضلاع :68مثال 
1(/9 6  2(/14 4  3(/11 9  4(/10 8  

چون  2 2 224 13   .الزاويه است  پس مثلث منفرجه13
  AH AC CH AH      2 2 2 2 213 12 25 5  

  OC OH CH R (R ) R R /         2 2 2 2 2 25 12 10 169 16 9  
  OH OA AH / /    16 9 5 11 9  

  .صحيح است) 3(ي  گزينهبنابراين 
  

روي عمودمنصف
روي عمودمنصف
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  . را تعيين كنيداست   به يك فاصلهABC از فضا كه از سه رأس مثلثاي نقطهمكان هندسي  :69مثال 
 محيطـي آن    ي   كـه از مركـز دايـره       ABC مثلـث  ي   خطي است عمود بر صفحه     ، هندسي اين مكان  

OAگذرد و با توجه به      مي OB OC ،  ي  الزاويـه   هـاي قـائم      مثلـثMOA،MOB و MOC همنهـشت  
MAند لذاهست MB MC  .ضمناً اين خط فصل مشترك صفحات عمودمنصف اضلاع مثلثABCاست .  

   
  .ي داخلي هر مثلث همرسندنيمسازهاي زوايا) 2

ناميم و از ايـن نقطـه بـر      ميIها را  تلاقي آن ي  كنيم و نقطه     را رسم مي   C و B زواياي ينيمسازها :اثبات

  .كنيم اضلاع مثلث عمود رسم مي


B I IE IF IF ID
C I IE ID

   
  

  

 در  ABC قرار دارد در نتيجـه سـه نيمـساز زوايـاي داخلـي مثلـث               Aي   پس روي نيمساز زاويه    ، به يك فاصله است    Aي   از دو ضلع زاويه    Iعنيي
  .سند همرIي نقطه

 محاطي داخلـي  ي  دايرهاي است كه بر سه ضلع مثلث مماس است و آن را                اين نقطه مركز دايره    :تذكر
IE).دهند  نمايش ميrنامند و شعاع آن را با  ميمثلث IF IG r)    

  

  . آن مثلث است كه از اضلاع آن مثلث به يك فاصله استي اي در صفحه نقطه مكان هندسي ،ي همرسي نيمسازهاي زواياي داخلي هر مثلث  نقطه:نتيجه
  

  ن رأس آن كدام است؟تري ي مركز اين دايره از نزديك  فاصله.اي بر اضلاع مثلث مماس است دايره.  مفروض است12 و10،10مثلث به اضلاع :70مثال 
1(5  2(3 5  3(4 2  4(/5 5   

   IH kIH CHCI
IA AC IA k


      

36 3
10 5 5

   نيمساز داخلي

  AH AC CH AH      2 2 2 2 2 210 6 8 8  

  IH
AH IA IH k k

IA
        

38 8 1
5

  

  IC IB , min{IA, IB, IC} IA     2 26 3 3 5 5   
  .صحيح است) 1(ي  گزينهبنابراين 

  
  .ندا  خارجي ديگر همرسي  دروني مثلث با نيمسازهاي دو زاويهي ثابت كنيد نيمساز هر زاويه :71مثال 

 .نـاميم    مـي  O1هـا را     آن  تلاقـي  ي  كنيم و نقطه     را رسم مي   C و Bنيمسازهاي زواياي خارجي   
  : داريم،كنيم  عمود رسم ميAB وACهاي  و امتداد ضلعBC بر ضلعO1از

  


B O O F O D O F O E
C O O D O E

   
  

1 1 1
1 1

1 1 1
  

  . قرار داردAي  روي نيمساز زاويهO1 پس. به يك فاصله استAي  از دو ضلع زاويهO1ي يعني نقطه
  

  محـاطي خـارجي    ي  دايـره  آن را    ، بنابـه قـرارداد    . مماس است    ضلع ديگر مثلث   اي است كه بر يك ضلع و امتداد دو           مركز دايره  O1ي   نقطه :تذكر
  . محاطي خارجي استي  هر مثلث داراي سه دايره.نامند  ميمثلث

Oهاي مثلث ارتفاع ،ABC نيمسازهاي زواياي داخلي مثلث:نكته O O1 2  .باشند  مي3
  
  
  
  
  
  
  

 ي خارجي ويهروي نيمساز زا
  

ي خارجي روي نيمساز زاويه

 ي روي نيمساز زاويه
  

ي روي نيمساز زاويه
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 ـOy وOxهـاي  خـط  ترتيب روي نـيم  ي متغير به  دو نقطهB وAاگر.  مفروض استxOy ثابت ي  زاويه :72مثال   مركـز  هندسـي   مكـان  ،دن باش
   كدام است؟،اند  مماسABخط  و پارهOy وOxخط هايي كه بر دو نيم دايره

  خط  يك نيم)Oy  4 خطي موازي)AB  3 خطي موازي)Ox  2 خطي موازي با)1
 هستند كـه    OABهاي محاطي داخلي و خارجي مثلث        دايره ،هاي مطلوب    دايره ،مطابق شكل  

  . قرار دارد، استxOy معلومي  كه نيمساز زاويهOzخط ثابت ها روي نيم مركز آن
  

  .صحيح است) 4(ي  گزينهبنابراين 
  
  .ندا ي هر مثلث همرس سه ميانه )3

 بـه  .كنـد   قطـع مـي  1 بـه 2 دو ميانه را به نسبت  Gكنيم   ثابت مي  .ناميم   مي Gها را    محل تلاقي آن   .كنيم   را رسم مي   CN و BMي  دو ميانه  :اثبات
  :ناميم و داريم  ميF وE راCG وBGهاي كنيم و وسط وصل ميN را بهMهمين جهت

  
AN AM BCMN BC , MN
AB AC MN EF , MN EFGE GF BCEF BC , EF
BG GC

      
   



1
2 2

1
2 2





  

  :توان نوشت  در نتيجه مي،كنند  يكديگر را نصف ميپس قطرهايش. ضلاع استالا  متوازيMNEFبنابراين چهارضلعي

  GM GE BE BG CG
GM GNGN GF CF

 
    

2  

  .گذرد  ميGي  از نقطه همADي  پس ميانه.كنند  قطع مي1 به2 نيز يكديگر را به نسبتCN وADي شود دو ميانه با استدلال مشابه نتيجه مي
  

  ؟، لوزي، مستطيل يا مربع استMNEFالاضلاع در چه صورت متوازيبا توجه به شكل فوق،  :73مثال 
  :با توجه به شكل فوق داريم 

AG.الزاويه است  قائمBGCمثلث   BCMNEF NE EF GD BD CD      2    لوزي2

  . بر هم عمود هستندCN وBMي دو ميانه  

MNEF.الساقين است  متساويABCمثلث   ME NF BM CN BM CN AB AC        2 2
3    مستطيل3

  .ها عمود باشند قهاي نظير سا الساقين و ميانه  متساوي، وقتي مربع است كه مثلثMNEFچهارضلعي
  

ي همرسـي   تـوان گفـت نقطـه     پـس مـي  .كنـد  تقسيم مي) معادل(مساحت    مثلث هم   سه  به  را  مثلث مفروض  ،ها  ي همرسي ميانه    دانيم نقطه   مي :تذكر
  .شود دل ايجاد مي سه مثلث معا، رأس مثلث وصل كنيم3آن را بهاگر اي داخل مثلث است كه   مكان هندسي نقطه،ها ميانه

  
هـايي كـه    ي مثلـث  هاي همه  همرسي ميانه  ي  مكان هندسي نقطه  . متر از يكديگر قرار دارند       سانتي 15ي   به فاصله  L و Lدو خط موازي   :74مثـال   
   كدام است؟،قرار دارند L وLها روي هاي آن رأس

  .ها متر از آن  سانتي5ي  و به فاصلهL وL دو خط موازي)1
  L وLالفاصله از  يك خط متساوي)2
  متر از يكديگر  سانتي9ي به فاصله L وL دو خط موازي)3
  Lمتر از  سانتي10ي  و به فاصلهLمتر از  سانتي5ي و به فاصله L وL يك خط موازي)4

  : داريم،ها باشد  يكي از مثلثABCفرض كنيم 

  GM GK GKAMH GMK GK
AM AH

 
     1 53 15  

 5ي  و بـه فاصـله     L و L خطي مـوازي   ،ABCهاي مثلث   ي همرسي ميانه     نقطه ،G هندسي يعني مكان 
و  L وL خطـي مـوازي  G هندسي مكان، باشدL رويA وL رويC و Bاگر.  است Lمتر از   سانتي

  .صحيح است) 1(ي  گزينه بنابراين . استL از5ي به فاصله
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  .هاي هر مثلث همرسند  ارتفاع)4
A مثلث.كنيم هايي موازي اضلاع مقابل رسم مي  مطابق شكل خط ABC از سه رأس مثلث    :اثبات B C   

ABپـس . انـد   الاضـلاع    متـوازي  ACBC و ABCBهـاي    چهارضـلعي  .آيـد   پديد مي  BC AC  ، 
B وسطAيعني C از طرفي داريم. است :  BC B C , AE BC AE B C       

Bمودمنصف عAEبنابراين C است .  
Aهاي  ، عمودمنصف ABCبا استدلال مشابه دو ارتفاع ديگر مثلث       B  و A C  امـا ثابـت كـرديم       .باشند   مي 

Aهاي اضلاع هر مثلث مانند عمودمنصف B C  هاي مثلث  پس ارتفاع. همرسندABCنيز همرسند .  
  

Aهـاي مثلـث      است كـه از رأس     ABC مثلث ي  اي در صفحه     مكان هندسي نقطه   ،ABCهاي مثلث   ي همرسي ارتفاع     نقطه :1نتيجه   B C       بـه يـك 
  .له استفاص

  .باشد هاي مثلث ميانگين آن مي ي همرسي ارتفاع  همان نقطه،هاي هر مثلث ي همرسي عمودمنصف  نقطه:2نتيجه 
  

 ثابـت كنيـد   ، باشـند BD وACهـاي قطرهـاي   وسـط ترتيـب   به F وE اگر. مفروض استABي بزرگ    با قاعده   ABCDي  ذوزنقه :75مثـال   
  .اند  متقاطعAB روي عمودمنصف،شوند  وارد ميBC وADهاي ترتيب بر ساق  بهF وEعمودهايي كه از

 ،خــط ميــانگين اســت  پــارهABD،MF در مثلــث.نــاميم  مــيMي بــزرگ را وســط قاعــده 
MFپس AD كه از   لذا عمودي  . است E  بر ساق AD  شود بر    وارد ميMF   با استدلال   . نيز عمود است 

ي تلاقـي     نقطـه  O پـس  ، نيـز عمـود اسـت      MEشـود بـر      وارد مـي   BC  بر سـاق   Fمشابه عمودي كه از   
هاي دو    خطي كه وسط    از طرفي پاره  .  عمود است  EF نيز بر ضلع   OM پس ، است EMFهاي مثلث   ارتفاع

EF)ها موازي است هكند با قاعد هم وصل مي قطر يك ذوزنقه را به AB)،پس OMبر ABعمود است ، 
  . استAB عمودمنصفOMيعني

  
  ؟ استچند درجهxدر شكل مقابل مقدار :76مثال 

1(24    2(26  
3(28    4(22   

 OCپس بر، ارتفاع سوم مثلث است ABدر نتيجه. عمود است :x   90 64 26    
  .صحيح است) 2(ي  گزينهبنابراين 

  
  كش و پرگار اقليدسي ترسيم با خط  
  :ها به شرح زير است هاي آن گيرد و محدوديت كش صورت مي هاي هندسي به كمك دو ابزار پرگار و خط ترسيم

 بـين دو    ي  تـوان فاصـله     كش نمي   ين خط گذرد و با ا      معلوم مي  ي  توان خط مستقيم رسم كرد كه از دو نقطه          كش مدرج نيست و با آن صرفاً مي         خط) آ
  .اند خط متساوي و پارهدتوان ادعا كرد   آن نميي وسيله كه به نقطه را اندازه گرفت يا اين

  .گذرد  ميB مانند معلوم ديگريي  باشد و از نقطهAي معلوم مانندا اي رسم كرد كه مركز آن نقطه توان به كمك آن دايره پرگاري كه فقط مي) ب

)ًضـمنا كتـاب درسي هندسـه. ند هـستي زوايـا مفـروض هـا و انـدازه خـط ي طـول پـاره  در ترسي˴ت هندسي همـواره انـدازه:نكته )2 
 .باشد كش مدرج مي ل نيست و خطكش قائ محدوديتي براي خط

 

  هاي مقدماتي ترسيم  
  خط م عمودمنصف يك پارهرس) 1

 خـط   .نـاميم    مي M و Mها را    نقاط تلاقي آن   .كنيم   دو كمان رسم مي    AB و شعاع  B و Aبه مركزهاي 
  بـه يـك فاصـله   ABخـط   از دو سـر پـاره      M و M زيرا ، است ABخط   عمودمنصف پاره  MMشامل
  .ندهست

  

  رسم نيمساز يك زاويه) 2
 B را در  Oyزنـيم تـا      كماني مي  OA و شعاع  O به مركز  ، در نظر گرفته   Ox را روي  Aي دلخواه   نقطه

 O اين خـط از    ،كنيم   را رسم مي   ABخط  پاره عمودمنصف. الساقين است    متساوي OABمثلث. قطع كند 
  . استxOyي گذرد و نيمساز زاويه مي
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   خط داده شده از يك نقطه خارج آن عمود بر يكرسم يك خطِ) 3
 جواب است در غير     ، عمود باشد  L بر AB اگر خط شامل   .گيريم   در نظر مي   L را روي  B دلخواه ي  نقطه
 قطـع  Cي ماننـد  ديگـر ي  را در نقطـه  Lكنـيم كـه      كماني رسم مي   AB و شعاع  Aصورت به مركز    اين
  . عمود استLگذرد و بر  ميA خطي است كه از،BCخط  پاره عمودمنصف.كند مي
  ر خط داده شده از يك نقطه روي آن عمود برسم يك خطِ) 4

زنـيم كـه       كمـاني مـي    AB و شـعاع   A به مركـز   .گيريم   در نظر مي   L روي A غير از  Bي دلخواه   نقطه
 Aكنـيم كـه از       را رسم مي   BCخط  عمودمنصف پاره . كند   قطع مي  C مانند يري ديگ    نقطه ر را د  Lخط
  . عمود استLگذرد و بر مي
   آن خط ازازي يك خط از يك نقطه خارجرسم خطي مو) 5

 را عمـود    L خط ،L روي Aي   سپس در نقطه   .كنيم   رسم مي  L را عمود بر خط    L خط Aي  از نقطه 
  .ند هست پس موازي،ند هست عمودL برL وL چون.نيمك  رسم ميLبر خط

  .)گيرد كش مدرج انجام مي ه كمك خطكاري كه ب(خط مفروض  رسم يك طول معلوم بر روي يك نيم) 6
. كنـيم   رسم ميOA دو عمود برO وAدر.  را در نظر بگيريدOxخط م و نيم  با طول معلو   ABخط  پاره

 Eي  از نقطـه  .  قطع كنـد   Eي   را در نقطه   Aتا عمود در  كنيم    اي رسم مي     دايره AB و شعاع  Aبه مركز 
 يـك دايـره   OF شـعاع  و Oبـه مركـز   .  ساخته شـود   OAEFكنيم تا مستطيل     رسم مي  AEعمودي بر 

OC،باشد  همان طول موردنظر ميOCخط زنيم، پاره مي AB  
  )43ي   صفحه- كتاب درسي9تمرين  (  خط مفروض  معلوم بر روي يك نيم  ي رسم يك زاويه ) 7
  
  
  
  

Oخط   و نيم  xOy معلوم ي  زاويه x  ي دلخواه   نقطه. ند هست  مفروضA   خط   را روي نيمOx   گيريم به مركز     در نظر ميO و شعاع OA  كماني رسـم 
OA: داريم. قطع كندB را درOyكنيم تا مي OB  

Oكنيم تا    كماني رسم مي   OA و شعاع  Oحال به مركز   x    را در  A    سپس به مركز   ،))6( ي  رسم شماره ( قطع كند A  و شعاع AB    كماني ديگـر 
: داريـم .دهـيم  امتداد ميو  وصل كرده B را بهOناميم،  مي Bي تلاقي دو كمان اخير را       قطه ن .))6( ي  رسم شماره (كنيم    رسم مي  x O y xOy   ، 

A وAOBزيرا دو مثلث O B   ند هستهمنهشت) ض ض ض( به حالت.  
  ).شوند هاي هندسي به كمك اين ترسيم حل مي بسياري از ترسيم( رسم مثلثي كه سه ضلع آن  معلوم است) 8

BCفرض كنيد  a،AB c و AC b ي اضلاع مثلث     اندازهABC ها مثلاً     ابتدا يكي از ضلع    . باشند
BCتر  ضلع بزرگ  a   حال به مركز  . كنيم   را رسم ميC  و شعاع b     و سپس به مركـز B   و شـعاع c دو 

 رأس ســوم مثلــث اســت و بــا A وA كمــان يعنــي نقــاطو محــل تلاقــي د.كنــيم كمــان رســم مــي
|فرض b c | a b c   ، دارد)دو جواب همنهشت( يك جواب مسأله .  

  
amي  با معلوم بودن دو ميانهABCمثلث :77مثال   bm و9    تواند باشد؟  كدام عدد ميa ضلعي اندازه.  قابل رسم استa و ضلع15

1(27  2(13  3(10  4(18   

ــث  ــلع    MGBمثل ــه ض ــودن س ــوم ب ــا معل ــكل ب ــابق ش aMB مط  2،bGB m 2
  و3

am
GM  ي دو   به اندازهMG و با امتداد   C رأس ،ي خودش    به اندازه  MB با امتداد  . قابل رسم است   3

  وقتـي جـواب دارد كـه مثلـث    مـسأله شـود و    ساخته مـي ABCآيد و مثلث    دست مي   به A رأس ،برابرش
MGBساخته شود :  

  b a b am m m ma a| | | | a             
2 2 2 9 2 915 15 14 263 3 2 3 3 3 3 2 3 3  

  .صحيح است) 4(ي  گزينهبنابراين 
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a(h. م آن معلوم باشد دو ضلع و ارتفاع نظير ضلع سوي مثلثي رسم كنيد كه اندازه   :78مثال  ,c,b)  ) 42ي   صفحه- كتاب درسي4تمرين(  
 بـا معلـوم   ACH وABHي  الزاويـه   هـاي قـائم      مثلث مطلوب باشد، مثلث    ABC كنيم فرض 

  : رسم به شرح زير استي طريقه لذا .اند قابل رسموتر و يك ضلع بودن 
  
  

aAH، سپس مطابق شـكل .كنيم  را رسم ميL وL عمود بر هم   ابتدا دو خط  : روش اول  hرا روي L 
 Lهـا بـا خـط     در صورت تقـاطع آن .كنيم   دو كمان رسم مي    c و bهاي   و شعاع  A به مركز  .كنيم  جدا مي 

ABC هاي  مثلث AB C
 

  و ABC AB C
 

  وقتي جـواب دارد كـه      مسألهند و    هست  جواب ab h 
acو h   اگر .)دو جواب متمايز  ( باشد  ah b  يـا ah c  يـك جـواب دارد كـه مثلـث      مـسأله  ، باشـد 

abالزاويه است و اگر قائم hيا ac h، ب ندارد جوامسأله.  
aAي  اندازه   به L روي .كنيم   را رسم مي   L و Lدو خط عمود بر هم     :روش دوم  H h    .كنـيم   جدا مي2

 Aبـه مركـز   .  قطـع كنـد    Cي   را در نقطـه    Lكنـيم تـا خـط        كمـاني رسـم مـي      b2 و شعاع  Aبه مركز 
Aوسط C   كماني به شعاع c  نقطه يا نقاط تلاقي اين كمان با خط        .كنيم   رسم مي L  جاي رأس B  اسـت  

AB وABCو مسأله حداكثر داراي دو جواب متمايز Cاست .  
  
  
  

  

ها رسم مثلثي با معلوم بودن دو زاويه و ضلع بين آن) 9 (B,a ,C)   
ي شكل مشخص است و شرط جوابرسم رو B C 180است .  

  

(aها  بين آني ي دو ضلع و زاويه رسم مثلثي با معلوم بودن اندازه) 10 , b ,C)  
xCy،ACي با رسم زاويه bو BC a،مثلث ABCآيد دست مي  به.  

  
  

  رو به يكي از اضلاع ي روبه زاويهو ي دو ضلع  رسم مثلثي با معلوم بودن اندازه) 11
(Aتر معلوم باشد    رو به ضلع بزرگ      روبه ي  ي زاويه    فرض كنيد اندازه   )آ ,a b).    ي  ابتدا ضلعي كه زاويه 

AC يعني ،كنيم  شده را رسم مي   رو به آن داده ن      روبه b.  خط   سپس نيمAx    كنـيم كـه       را چنان رسم مي
b چون.كنيم ياي رسم م  دايرهa و شعاعCبه مركز.  ايجاد شودAي  اي به اندازه    زاويه a ايـن  ، اسـت 

  . همواره يك جواب داردمسألهكند و   قطع ميB را دقيقاً در يك نقطه مانندAxخط دايره نيم
(Aتر معلوم باشد رو به ضلع كوچك  روبهي ي زاويه  فرض كنيد اندازه)ب ,a b).  

CHداريـم ،  ACHي  الزاويه   در مثلث قائم   كه  كنيم و با توجه به اين       عمل مي ) آ(مانند ترسيم    bsin A،   سـه 
CH.مسأله دو جواب دارد  :آيد حالت پيش مي a bsin A a     

CH.الزاويه دارد مسأله يك جواب قائم   a bsin A a     
CH.كند قطع نميرا  Axخط  نيمa و شعاعC كمان به مركز.مسأله جواب ندارد   a bsin A a     

AB وABCهاي  در مثلثB وBی  دو زاويه،د در حالتي كه مسأله دو جواب دار:نكته Cند هست مكمل يكديگر. 
  

a چند مثلث با معلومات:79مثال   4،C  30و am    توان رسم كرد؟  مي3
  . توان رسم كرد نمي) 4  تر از دو مثلث بيش) 3  2)2  1)1

رو به    ه روب ي   زاويه  و  با معلومات دو ضلع    AMC مثلث مطلوب باشد، مثلث    ABC فرض كنيم  
 ABC و مثلـث B رأس،ي خـودش   به انـدازه CMو با امتداد) يك جواب (.تر قابل رسم است     ضلع بزرگ 
  .شود رسم مي
  .صحيح است) 1(ي  گزينهبنابراين 
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k). باشدk معلومي  به فاصلهdي  اي از صفحه را پيدا كنيد كه از يك خط داده شده       نقطهمكان هندسي  42 )   )87 خرداد -نهايي(  0

1ي  به فاصلهdي ا كنيد كه از يك خط داده شدهاي از صفحه را پيد ابتدا مكان هندسي را تعريف كنيد سپس مكان هندسي نقطه 43
  )90 دي -نهايي(  . باشد2

  .غلتد را با رسم شكل بيابيد مكان هندسي مركز توپي كه روي يك سطح صاف در امتداد يك خط مستقيم مي 44
  )89 شهريور - نهايي-37ي   صفحه- كتاب درسي1تمرين (  

 مـسأله چنـد جـواب    .شد به يك فاصله باB وAي  بيابيد كه از دو نقطهdاي روي خط نقطه. اند  در يك صفحه واقع d و خط  B و Aي  دو نقطه  45
  )90 شهريور - نهايي-42ي   صفحه- كتاب درسي2تمرين (  ).بحث كنيد (دارد؟ 

بـا توجـه بـه      .  باشـد  Rي معلـوم     به فاصله  Aي   تعيين كنيد كه از نقطه     dاي روي خط     نقطه .اند   غيرواقع بر آن، داده شده     Aي   و نقطه  dخط 46
  )91 خرداد -86  و92 دي - نهايي-42ي   صفحه- كتاب درسي1تمرين (  . هاي مسأله بحث كنيد    روي تعداد جواب  Rي اندازه

Oخط كش و پرگار روي نيم با استفاده از خط. ت داده شده اسXOYي زاويه 47 X اي به رأس  زاويهOي  و مساوي زاويهXOYرسم كنيد .  
  )93 نهايي خرداد -43ي   صفحه- كتاب درسي9تمرين (  

  )91 شهريور -نهايي(  . دست آورده و شكل مربوط به آن را رسم كنيد     صفحه را بهاي از در هر يك از موارد زير مكان هندسي نقطه      48
  .غلتد ي داده شده واقع است و روي محيط آن مي اي كه در خارج يك دايره مكان هندسي مركز دايره) آ
  .ي مشخص بر يك خط داده شده مماس باشد هايي كه در يك نقطه مكان هندسي مركز دايره) ب

  )89دي   و87 و 93 شهريور - نهايي-43ي   صفحه- كتاب درسي8تمرين (  . )روش رسم را توضيح دهيد       (  قطر آن باشد   DEخط مفروض      د كه پاره  مربعي رسم كني     49
  

اي درون مربـع را تعيـين         مكان هندسي نقطـه   . كنيم  متر پرتاب مي     سانتي 12ي مربع شكلي به ضلع      متر را روي صفحه      سانتي 2اي به شعاع    سكه 50
  )85 شهريور - نهايي-37ي   صفحه- كتاب درسي8تمرين (   .جا قرار گيرد، سكه كاملا داخل مربع واقع شود      كنيد كه اگر مركز سكه در آن 

BCهاي ضلع  را با معلوم بودن اندازهABCمثلث 51 aهاي  و ميانهbBB m و cCC m رسم كنيد . 
  )84 شهريور -88 خرداد - نهايي-42ي   صفحه- كتاب درسي5تمرين (     

ABهاي  اندازهABCاز مثلث 52 c،AC bو طول ارتفاع aAH hروش رسم را توضيح دهيد(مثلث را رسم كنيد .  معلوم است(.  
  )84 و 85 دي -89 خرداد - نهايي-42ي   صفحه- كتاب درسي4تمرين (  

  . رسم كنيد7خطي به طول پاره 53

  . قسمت مساوي تقسيم كنيد3به را ABخط معلوم پاره 54

  . كنيدمتر است را تعيين  سانتي2ي خط به فاصله متر و از وسط اين پاره  سانتي1ي متري به فاصله  سانتي4خط اي كه از يك پاره مكان هندسي نقطه 55

  . باشد6 از هم،4ي شان از دو خط متوازي به فاصله مكان هندسي نقاطي را تعيين كنيد كه مجموع فواصل 56

  . را تعيين كنيد، باشد3ها از اين دو خط ل فواصل آن مكان هندسي نقاطي كه قدرمطلق تفاض، از يكديگر قرار دارند7ي دو خط متوازي به فاصله 57

  .آن باشد وسط ،Aي  روي دو ضلع زاويه و نقطه، انتهاي آنوخطي رسم كنيد كه د  پاره. داده شده استxOyي  داخل زاويهAي نقطه 58
kها از دو خط متقاطع مقدار ثابت مكان هندسي نقاطي از صفحه را تعيين كنيد كه مجموع فواصل آن 59    . باشد0

kها از دو خط متقاطع مقدار ثابت آني  فاصلهمكان هندسي نقاطي از صفحه كه قدرمطلق تفاضل  60    . را تعيين كنيد است0

aمثلث را رسم كنيد. ي مثلثي معلوم است سه ميانه 61 b c(m ,m ,m ).  

 از برخـورد نيمـسازهاي زوايـاي آن         ، مطـابق شـكل    . مفـروض اسـت    ABCDچهارضلعي محدب  62
 Pي   در نقطـه   AD و BC،FHهاي شامل   ثابت كنيد خط  .  ايجاد شده است   EFGHچهارضلعي

  .اند همرس
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  42   
  .اند  از آن واقعkي  و به فاصلهd روي دو خط موازي، قرار دارندkي  به فاصلهdي نقاطي كه از خط معلوم همه

  
  

43   
هاي صفحه يا فضا است كه داراي ويژگـي مـشتركي هـستند     ي نقطه ي همه   مكان هندسي، مجموعه  

ويژگي است و هر نقطه كـه آن ويژگـي را دارد عـضو ايـن                آن  يعني هر نقطه در اين مجموعه داراي        
  .باشد مجموعه مي

1 و به فاصلهd دو خط راست به موازات خط،مكان هندسي مطلوب
  .باشد  از آن مي2

44   
  . از آن برابر با شعاع توپاي  با فاصلهL خطي است موازي خط،هندسي مطلوبمكان 

  
  

45   
 محـل تقـاطع   .كنيم  را به هم وصل كرده، سپس عمودمنصف آن را رسم ميB وAي ابتدا دو نقطه  

  . جواب مسأله استd با خطABخط عمودمنصف پاره
  .ها جواب مسأله است و مسأله يك جواب دارد  متقاطع باشد محل تقاطع آنd با خطABخط اگر عمودمنصف پاره )آ
  .شمار جواب دارد  منطبق شود مسأله بيd بر خطABخط اگر عمودمنصف پاره )ب
  . مسأله جواب ندارد، باشدd موازي و غيرمنطبق برd با خطABخط اگر عمودمنصف پاره )پ

46   
  . جواب مسأله استdمحل برخورد اين دايره با خط. كنيم  را رسم ميA و مركزRاي به شعاع دايره
AHاگر Rمسأله جواب ندارد .  
AHاگر Rمسأله يك جواب دارد .  
AHاگر Rمسأله دو جواب دارد .  

47   
Oخط نيم.  قطع كندB وA را در نقاطOY وOXزنيم تا    و شعاع دلخواه كماني مي     O به مركز  . داده شده است   XOYي  زاويه X  را رسم و 

Oزنيم تا    كمان دوم را مي    Oبه همان شعاع و به مركز      X   را در A  سپس بـه مركـز    .  قطع كندA       و شـعاعي بـه طـول AB     كمـان ديگـري 
Oخـط   دهيم تا نيم     امتداد مي   و  وصل كرده  B را به  O. قطع كند  Bي  زنيم تا كمان دوم را در نقطه        مي Y    ي زاويـه .  حاصـل شـودX O Y   

  .جواب مسأله است
  
  
  
  

48   
R و شعاعOاي به مركز با توجه به شكل مكان هندسي موردنظر دايره )آ rاست .  
  
  
  
  
  
  . استAي  در نقطهdبا توجه به شكل مكان هندسي موردنظر خط عمود بر خط )ب
  
  
  
  
  



  گاج/ ) 2(هندسه 
  

70 

49   
 و  Oاي بـه مركـز       دايـره  DE وسـط  Oي   نقطه  از .كنيم   را رسم مي   DEخط  ابتدا عمودمنصف پاره  

  .كند  قطع ميG وFي ين كمان عمودمنصف را در دو نقطه ا.زنيم  ميODشعاع
  . مربع استDFEGهارضلعيچ
  
  

  
50   

هندسي مطلوب سطح مربعي به ضلعمكان  12 4   . است8
  
  
  
  
  

51   
BC را با معلوم بودن سه ضلع      BGCمثلث a،bBG m 2

cCG و 3 m 2
 .كنـيم    رسم مي  3

bm1ي اندازه  را بهG،GBي از نقطه
cm1اندازه  را بهGC و3

 C وBدهيم تا نقاط  امتداد مي3
دهـيم تـا يكـديگر را در      وصـل كـرده و امتـداد مـي    B بـه C و ازC بـه Bدست آيد سپس از    به

  .دن قطع كنAي نقطه
52   

aAH سـپس مطـابق شـكل      .كنـيم    را رسم مي   L و Lد بر هم  دو خط عمو   h  را روي L   جـدا 
 Lها بـا خـط    در صورت تقاطع آن.كنيم  دو كمان رسم ميc وbهاي  و شعاع  A به مركز  .كنيم  مي

ABCهاي مثلث AB C و ABC AB C اند  جواب.  
  

  
  

53   
با توجه به   7 7 خـط بـه     كنيم و قطر آن را به دو پاره          رسم مي  8اي به قطر    دايره  ، ابتدا نيم  1

دايره را  كنيم تا نيم  رسم ميAB، عمودي بر  Hدر اين نقطه يعني   . كنيم   تقسيم مي  7 و 1هاي  طول
  : داريمACBي الزاويه در مثلث قائم.  قطع كندCي در نقطه

  CH AH BH CH     2 7 1 7  
54   

، N و Mز ا  و  وصـل كـرده    B را بـه   P.كنـيم    را رسم و روي آن سه واحد جـدا مـي           AXخط  نيم
 تـــالس ي  بنابـــه قـــضيه.دســـت آينـــد  بـــهF وEكنـــيم تـــا نقـــاط  رســـم مـــيPBمـــوازي

AEداريم EF BF   
  
  

55   
 ، هندسـي  محل برخـورد دو مكـان     يعني   ،D و E،F،Cي   نقطه  چهار ،كل مطابق ش  ،مكان مطلوب 

  .باشند  ميL2 وL1يكي دايره و ديگري دو خط
  
  

56  
 زيـرا هـر نقطـه       .انـد    مكان مطلوب  d و dمتر از    سانتي 1ي   به فاصله  L و L دو خط  ،طابق شكل م

  . است6 برابرd وdهاي  تا خطشا  مجموع فواصل،ها روي آن
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57  
 زيـرا  .اند ها مكان مطلوب متر از آن  سانتي2ي  و به فاصله   d و d بين L و L دو خط  ،مطابق شكل 

  .باشد  مي3 برابرd وdش ازا ها قدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه روي آن
  
  

58   
AH، ي  ي نقطه    فاصلهA  خط   تا نيمOx   ي  دهـيم تـا نقطـه        مـي  امتـداد ي خـودش       را به اندازهD 

ي تلاقـي آن را بـا         كنـيم و نقطـه       رسـم مـي    DH را عمـود بـر     L در اين نقطـه خـط      .دست آيد   به
 Cي  را در نقطـه   Oxدهيم تـا     وصل كرده امتداد مي    A را به  B.ميمنا   مي Bي  ، نقطه Oyخط  نيم

AB پس،اند تش همنهAHC وADBي الزاويه  مثلث قائمود. قطع كند AC.  
59   

 است پس k صفر و تا ديگري،ي آن تا يكي از دو خط  فاصله، روي يكي از دو خط متقاطع باشد،اگر نقطه
هـايي   اگـر خـط   (.تعلـق دارنـد   هندسـي مـوردنظر      مطابق شكل به مكـان       D و A،B،Cي  چهار نقطه 

 D وA،B،C نقـاط d وdهـا بـا   كنـيم از تقـاطع آن  ها رسـم     از آن  kي   و به فاصله   d و dموازي
OA داريم .)آيند  دست مي   به OB OC OD      مشترك در رأس   ي  الزاويه  مثلث قائم  زيرا چهار O 

 مستطيل است اما ،ABCD پس چهارضلعي.اند  مقابل آن همنهشتي  حادهي به حالت يك ضلع و زاويه
 . اسـت   مجموع فواصلش از دو ساق برابر ارتفاع وارد بر ساق          ،الساقين  ي مثلث متساوي    هر نقطه روي قاعده   
 محل تلاقي دو خـط اسـت و قطرهـاي آن بـر خطـوط                ، مستطيلي است كه مركز آن     ،پس مكان مطلوب  

MH) استk، هر رأس تا قطر مقابل آني مفروض منطبق است و فاصله MH k)   
60   

قدرمطلق دانيم    به مكان تعلق دارند و از طرفي مي         D و A،B،Cي   چهار نقطه  ،مانند پرسش قبل  
 برابر ارتفاع وارد ،الساقين از دو ساق ي يك مثلث متساوي هر نقطه روي امتداد قاعده ي    فاصلهتفاضل  

NE)بــر ســاق اســت NE k)   .)الــساقين هــاي متــساوي بــه مثلــثAOB،BOC،COD 
 يعنـي   . اسـت  ABCD امتداد اضـلاع مـستطيل     ،مطلوبهندسي  پس مكان   .)  توجه شود  AODو

  .باشد خط مي  نيم8 هندسي موردنظرمكان
  

61   
ــر  ــه شــكل، اگ ــا توجــه ب ــدازهGAب ــه ان ــيم   را ب ــداد ده BG، چهارضــلعيي خــودش امت CG 

GG مثلـث  در نتيجـه  ) نصف يكديگرنـد  مقطرهايش  (شود    الاضلاع مي   متوازي C     ـ  ودن ، بـا معلـوم ب

aGGهاي سه ضلع    اندازه m  2
3،cCG m 2

bCG و 3 BG m   2
بـا  .  قابل رسم اسـت    3

دسـت     بـه  A و Bدهيم تـا نقـاط      ي خودشان امتداد مي     ، را به اندازه   GG و CAرسم اين مثلث،  
  : مثلث مطلوب است و مسأله وقتي جواب دارد كهABC.آيد

  b c a b c b c a b c| CG CG | GG CG CG | m m | m m m | m m | m m m               2 2 2 2 2
3 3 3 3 3  

  .ان يك مثلث ساخت بتوcm وam،bmيعني، بايد با اعداد

GG چون، نشان دهيمmS باشد را باcm وam،bm اگر مساحت مثلثي كه اضلاع آن:نكته Cبا اين مثلث متشابه است داريم : 

 m m
m m

S S
( ) S S(ABC) S S(ABC)

S(GG C) S(BGC)
        

23 9 9 1 3
2 4 4 3 4 

3 همواره،شود هاي مثلث مفروض ساخته مي يعني، مساحت مثلثي كه با ميانه
 . مساحت مثلث مفروض است4

 
62   

 نيـز  PF پـس . استA وB داخليهاي   محل برخورد دو نيمساز زاويه     ،Fي   نقطه ،ABPدر مثلث 
 ،انـد   نيمـسازهاي زوايـاي خـارجي   ،DH وPDC،CH از طرفي در مثلث   ، است Pي  نيمساز زاويه 
 .انـد    بر هم منطبق   PF و PHگذرد و اين يعني      مي Hي   نيز از نقطه   Pي   زاويه داخليپس نيمساز   

  .ندا  همرسPي  در نقطهFH وBC،ADدر نتيجه امتدادهاي
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   كدام است؟،گذرد  ميB وAي ثابت  دو نقطهازاي كه  سي مركز دايرهمكان هند . 91

  دو خط موازي )AB  4 يك خط عمود بر)AB  3 يك خط موازي)AB  2اي به قطر  دايره)1

  الاضلاع وجود دارد كه مجموع فواصل آن از سه ضلعش مقدار ثابتي باشد؟  يك مثلث متساويي چند نقطه در صفحه . 92
  شمار بي) 4   صفر)3  2)2  1)1

   كدام است؟، هستند3ي  به فاصلهd و از خط2ي  به فاصلهdتعداد نقاطي كه از خط.  در يك صفحه مفروضندd وdدو خط غير موازي . 93
  شمار بي) 4  1)3  2)2  4)1

 برابر،ACرقطاش از  وجود دارد كه فاصله ABCDچند نقطه روي مربع.  مفروض است3 به ضلعABCDمربع . 94
   است؟2

  صفر) 4  1)3  2)2  4)1

 ، مكان هندسـي ايـن نقـاط       .آوريم  دست مي    به Bي  هاي گذرنده از نقطه     ي خط    را نسبت به همه    Aي  ي نقطه   قرينه. اند   مفروض B و Aي  دو نقطه  . 95
  كدام است؟

  ABخطي موازي) AB  4 و شعاعBاي به مركز  دايره)AB  3طي عمود بر خ)AB  2 و شعاعAاي به مركز  دايره)1

  ها به يك فاصله باشند؟  وجود دارد كه اين سه نقطه از آنABC مثلثي  چند خط در صفحه.ي يك خط نيستند  روC وA،Bي سه نقطه . 96
  سه) 4   دو)3   يك)2   صفر)1

   باشند؟3ي  به فاصله وجود دارد كه از خط6 به شعاع(C)ي  نقطه روي دايرهچندحداكثر  . 97
  چهار نقطه) 4   يك نقطه)3   سه نقطه)2   دو نقطه)1

   كدام است؟،گذرند  ميAي معلوم متر كه از نقطه  سانتي2هايي به شعاع مكان هندسي مركز دايره . 98
  متر  سانتي2اي به قطر  دايره)2    متر  سانتي4اي به قطر ايره د)1
  متر  سانتي4ي دو خط موازي به فاصله )4  متر  سانتي2ي  دو خط موازي به فاصله)3

 بگـذرد و بـر دو       Aي  توان رسم كرد كه از نقطه        حداكثر چند دايره مي    .اند  ها مفروض    بين آن  A ثابت ي   و نقطه  dي معلوم  دو خط موازي به فاصله     . 99
  خط مماس باشد؟

  شمار بي) 4   صفر)3  2)2  1)1

 اگـر    كـه  اي درون مربـع     مكان هندسي نقطه  . كنيم  متر پرتاب مي     سانتي 10 مربع شكلي به ضلع    ي  متر را بر روي صفحه      سانتي2اي به شعاع    سكه . 100
  ي نقاط مكان تا نقاط مربع كدام است؟ ترين فاصله  بيش.گيريم  در نظر ميشود را  سكه كاملا داخل مربع واقع مي،جا قرار گيرد مركز سكه در آن

1(8  2(8 2  3(6 2  4(6  

  ست؟اند كدام ا  موازي مفروض مماسي هايي كه به دو صفحه مكان هندسي مركز كره . 101
  دو خط موازي) 4   يك صفحه)3   يك دايره)2   يك خط)1

   بسازد؟30ي  زاويهd مماس باشد و با خط(C)ي توان رسم كرد كه بر دايره حداكثر چند خط مي . 102
  شمار بي) 4  10)3  1)2  4)1

  ؟كند كدام است طول مسيري كه مركز مربع طي ميغلتد،   سه بار به سمت راست بدون لغزش مي،L روي خط2 مربع به ضلع، شكل زيردر . 103

1(6    2(3
2  

3(3 2    4( 2  

   مماس باشد؟Cي  و دايرهLتوان رسم كرد كه بر خط  ميr حداكثر چند دايره به شعاع معلوم.اند  مفروضC(O,R)ي  و دايرهLخط . 104
  شمار بي) 4  8)3  6)2  4)1

   كدام است؟،متر مربع است  سانتي6ها برابر متر و مساحت آن  سانتي3ها به طول ي آن هايي در صفحه كه قاعده هاي مثلث مكان هندسي رأس . 105
  متر  سانتي6ي  دو خط موازي به فاصله)2  متر  سانتي8ي  دو خط موازي به فاصله)1
  متر  سانتي3اي به شعاع دايره) 4    متر  سانتي4اي به شعاع  دايره)3
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   به يك فاصله باشند؟L وLتوان يافت كه از دو خط  ميD حداكثر چند نقطه روي خط معلوم.اند  مفروضL وLدو خط متقاطع . 106
  شمار بي) 4   صفر)3  2)2  1)1

   كدام است؟، است2 مساوي،d وdها از دو خط عمود بر هم هاي آن مكان هندسي نقاطي از صفحه كه نسبت فاصله . 107
  محيط يك مستطيل) 4   دو خط متقاطع)3   دو خط عمود بر هم)2   دو خط موازي)1

6ها از دو خط مفروض      صفحه كه مجموع فواصل آن     مكان هندسي نقاطي در   .  است 45 بين دو خط متقاطع    ي   زاويه ي  اندازه . 108  است را در نظـر      2
   نقاط اين مكان كدام است؟ي دورترين فاصله. گيريم مي
1(18  2(12  3(15  4(24  

   كدام است؟،متر است  سانتي24 برابرd وdد بر همشان از دو خط عمو مكان هندسي نقاطي در صفحه كه مجموع فواصل . 109
  متر  سانتي48مربعي به قطر) 4  متر  سانتي24اي به قطر  دايره)3  متر  سانتي12 مربعي به ضلع)2  متر  سانتي12طرقاي به   دايره)1

   كدام است؟،باشد  مي4 برابر،ها از دو خط عمود بر هم  آني  فاصلهمكان هندسي نقاطي از صفحه كه قدرمطلق تفاضل . 110
  خط  نيم8)4   خط8)3  خط  نيم4)2   خط4)1

هـاي    ي همرسي ارتفاع     مكان هندسي نقطه   .گيريم  ها برابر است را در نظر مي         وسط اين ضلع از رأس     ي   و فاصله  12 يك ضلع آن   ي  مثلثي كه اندازه   . 111
  ام است؟ كد،آن
   ضلع مفروض  عمودمنصف)2    12اي به قطر  دايره)1
   از آن6ي خطي موازي ضلع مفروض و به فاصله) 4    6 به قطراي  دايره)3

   كدام است؟،باشند) مساحت هم( معادل BMC وAMC مثلثدو كه ABC مثلثي   در صفحهMي مكان هندسي نقطه.  مفروض استABCمثلث . 112
  دو خط عمود بر هم) 4   يك خط)3   دو خط متقاطع)2   دو خط موازي)1

   برابر باشند؟MAB وMBC،MACهاي  وجود دارد كه مساحت مثلث،ABC مثلثي  در صفحهMي چند نقطه.  مفروض استABCمثلث .113
1(1  2(2  3(3  4(4  

MNPهاي  ارتفاعي همرسي  نقطه،ناميم  ميP وM،Nهاي اضلاع آن را  وسط. مفروض استABCمثلث . 114


:  
  . از سه رأس آن به يك فاصله است)2  . از سه ضلع آن به يك فاصله است)1
  . به يك فاصله است،ABCاز سه رأس مثلث) 4  . به يك فاصله است،ABC از سه ضلع مثلث)3

a معلوم بودن وتر با،اي الزاويه مثلث قائم . 115     باشد؟تواند نمي كدام عدد ،bmي اندازه.  قابل رسم است،bmي  و ميانه16
1(8  2(11  3(10  4(9  

bmي   با معلوم بودن دو ميانه،ABCمثلث . 116  cm و6     كدام است؟ABCحداكثر مساحت مثلث.  قابل رسم استa و ضلع15
1(120  2(60  3(30  4(20  

3ي دو ضلع مثلثي اندازه . 117 3 و مساحت آن2 و3 3
  است؟ترين مقدار ضلع سوم مثلث كدام  بيش.  است2

1(6  2(4 3  3(7  4(5 3  

  ؟كند نمي لزوماً يك مثلث را مشخص ،يك از معلومات زير كدام . 118
   طول سه ارتفاع)2     طول سه ميانه)1
  الساقين ده و ارتفاع وارد بر ساق در مثلث متساويقاع) 4   دو ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع سوم)3

ahچند مثلث با اطلاعات . 119  2،b  c و3    توان رسم كرد؟  مي1
  شمار بي) 4  2)3  1)2   صفر)1

ah طول ارتفاع،ABC مثلثدر . 120  8،b  c و17     مساحت اين مثلث كدام است؟.باشد  مي10
  36 و84)4  42 و84)3  36 فقط)2  84 فقط)1

ahبا معلوم بودن . 121  1،bm  cm و3    توان رسم كرد؟  چند مثلث متمايز مي6
  شمار بي) 4   صفر)3  2)2  1)1

   باشد؟4ها برابر  و يكي از ارتفاع5 و3چند مثلث وجود دارد كه طول دو ضلع آن . 122
  6)4  1)3   صفر)2  2)1
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9 و6هاي وارد بر دو ضلع ديگر  و طول ميانه5 برابرBC طولABC مثلثدر . 123
   كدام است؟AHطول ارتفاع.  است2

1(/7 2  2(/4 8  3(/3 6  4(/2 4  

a مثلثيدر . 124  6،b  cm و10    : مثلث. است4
  .وجود ندارد) 4  .الزاويه است  منفرجه)3  .الزاويه است  قائم)2  . استالزوايا  حاده)1

BC كه در آنABCمساحت مثلث . 125  AC و6  10 برابرCMي  و ميانه2
  قدر است؟  است، چه2

1(10  2(60  3(6  4(2 6  

  تر است؟  بزرگ، وارد بر ضلع سوم رسم شدهي  با معلومات دو ضلع و طول ميانه كه كدام گزينه مساحت مثلثيدر . 126
1(a  3،b  cm و4 / 2 5  2(a  3،b  cm و5  2  3(a  3،b  cm و3  2  4(a  4،b  cm و4  3  

a با معلوم بودن دو ضلع،ABC رسم مثلثدر . 127  9
2،b  A و5  60،شود؟  كدام نتيجه حاصل مي،كش و پرگار  با خط  

   متممي  دو جواب متمايز با دو زاويه)2     فاقد جواب)1
   مكملي دو جواب متمايز با دو زاويه) 4     جواب منحصر به فرد)3

ABC،BC مثلثدر . 128  2،AC  A و2  30،ي ترين مقدار زاويه  بيشC،مقدار آن است؟ترين  چند برابر كم   
1(5  2(6  3(7  4(9  

aبا معلومات . 129  12،B  30و b،مقدار. توان رسم كرد  متمايز مي دقيقاً دو مثلثb،تواند باشد؟  چند عدد صحيح مي  
1(6  2(4  3(5  4(3  

BCها  كه در آنABCهاي متمايز  مثلث تفاضل مساحت . 130  5،AC  A و8  30كدام است؟، است   
1(8 3  2(8  3(12  4(12 3  

ABC،ABدر مثلث . 131    حداكثر مساحت مثلث كدام است؟.  است8 برابرAB نظير ضلعي ي ميانه  و اندازه17
1(68  2(34  3(136  4(102  

ah، مثلثيدر . 132  8،am  c و10    تواند باشد؟  كدام ميa، ضلع17
1(6  2(9  3(18  4(21  

ABC،a مثلثدر . 133  20،am  bh و17     كدام است؟b مقدار.16
1(9  2(15  3(10  4(8  

a، يك مثلثدر . 134  6،am  3،ah  2   ترين ضلع كدام است؟  كوچكي  اندازه.2
1(3 2  2(3  3(6  4(2 3  

ABC،ch مثلثدر . 135  bh و7  A و4  30.مساحت مثلث كدام است؟   
1(14  2(42  3(7  4(28  

  قدر است؟  چه، است10 و6،8 آني  كه طول سه ميانهABCمساحت مثلث . 136
1(72  2(64  3(32  4(162  

  قدر است؟  چه، است8 و5،5 آني  كه طول سه ميانهABCمساحت مثلث . 137
1(12  2(9  3(26  4(16  

  ست؟ چگونه ا،5 و3،4هاي  به طولمثلثي با سه ارتفاع . 138
  .وجود ندارد) 4  الزاويه  منفرجه)3  الزاويه  قائم)2  الزوايا  حاده)1

   كدام است؟، است10 و12،12هاي آن مساحت مثلثي كه ارتفاع . 139
1(64  2(85  3(75  4(60  
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91   
 ABخـط   عمودمنـصف پـاره  ،ايـن مكـان  

 Aي  ها از دو نقطـه       زيرا مركز دايره   .است
  )ها شعاع دايره (.اند  به يك فاصلهBو

92   
 برابـر ارتفـاع   ،الاضلاع معلوم  داخل مثلث متساوي،وع فواصل هر نقطه مجم
 لازم بـه  . جواب اسـت ، در داخل اين مثلث،شمار نقطه  پس بي .ث است لمث

  .ند هستذكر است كه نقاط روي اضلاع مثلث هم قابل قبول
93   

 الاضـلاع   زي چهار رأس متـوا    ،مطابق شكل 
ABCD   ه از خط   نقاطي هستند كd  به 

 3ي    بـه فاصـله     d و از خـط    2ي  فاصله
  .هستند

  
  

94   
  بـه    ACمكان هندسي نقاطي كه از قطـر      

/فاصله 1 572     دو خط  ،دارند  قرار L1 

ي   و به فاصـله    AC موازي L2و
   از آن  2

  

BDOB چون .هستند   3 2
2 2 ع مربع  اضلا،L2 وL1 دو خط،2

ي كنند كه به فاصله  نقطه قطع مي4را در
  . قرار دارندAC از قطر،2

95   
 Lخـط  ثابت است،    ABخط  طول پاره بنابه فرض   

 را  Aي   قرينـه  .گيـريم    را در نظر مـي     Bگذرنده از 
 L .نـــاميم   مـــيL،Aنـــسبت بـــه خـــط  

A يعني ، است AAعمودمنصف B AB . پس  
اي   ، دايـره  Bي  در نقطـه  L با تغيير خط   Aمكان

  . استAB و شعاعBبه مركز
96   
هـاي     از خطي كه وسط    ،C و A،Bنقاط

 به يك ،كند هر دو ضلع را به هم وصل مي       
 L3 وL1،L2 لــذا ســه خــط.انــد فاصــله
  .اند جواب

  

97   
ــه از    ــاطي ك ــي نق ــان هندس ــه مك  ب

 در   دو خط مـوازي    ، هستند 3ي  فاصله
 از آن هـستند  3دو طرف آن و به فاصـله     

)L1 و L2(.   اگر خـط       از مركـز دايـره 
ــذر ــره بگ ــعاع داي ــون ش  اســت دو 6د چ
   نقطـه قطـع    4 را در  دايره L2 و L1خط

  

، سه يا هـيچ نقطـه       دوتوانند دايره را در يك،         مي L2 و L1البته. كنند  مي
  .) بستگي داردCي  و دايرهاين به وضعيت (.قطع كنند

98   
هاي گذرنده   دايرهي  مركز همه،مطابق شكل

ــه ــت از نقط ــعاع Aي ثاب ــه ش ــه ،2 و ب  ب
 پـس   . قرار دارند  Aمتر از    سانتي 2ي  فاصله
 ،هـا   ي ايـن دايـره      مركز همـه    هندسي مكان
متـر    سـانتي 2 و شـعاع Aاي به مركز    دايره
  .است
99   

اي باشد كـه از        مركز دايره  Oفرض كنيم 
گـذرد و بـر دو خـط           مي Aي ثابت   نقطه

ــوم  ــوازي و معل ــله L وLم ــه فاص ي   ك
   بنـابراين   .باشـد   مـي  است مماس    dها  آن

  

ــوازيD خــطOي نقطــهيــك مكــان  ــه فاصــلهL وL م dي  و ب
 از 2

d و شعاعAاي به مركز  دايرهOهاست و مكان ديگر آن
 است پس محل 2

  . جواب هستندO وOتلاقي اين دو مكان يعني نقاط
100   

 رو يـا داخـل مربـع بـه          ،اگر مركـز سـكه    
 سكه همواره   ،متر قرار گيرد     سانتي 6ضلع

شـود و     واقـع مـي    10داخل مربع به ضلع   
ــع    ــاط مرب ــا نق ــان ت ــاط مك ــرين نق دورت

  : برابر است با،مفروض
  AB  8 2  

101   
هاي مماس بر دو  ي كره مركز همه
ــفحه ــن دو ،Q وPي صـ  از ايـ
ــفحه ــله ،ص ــه فاص ــساويي  ب   م

 ،ها  ند لذا مكان مركز اين كره     هست
الفاصله  اي موازي و متساوي صفحه

  . استQ وPي از دو صفحه
102   
 dكنيم كه با     را چنان رسم مي    L خط ،گيريم   در نظر مي   d را روي  Aي  نقطه
كنـيم تـا       رسم مي  L را عمود بر   OH، سپس از مركز دايره    ، بسازد 30ي  زاويه
 .كنـيم    رسـم مـي    Lمـوازي خطـوطي    E و E از .دست آيند    به EوEنقاط

 چـون در    .سازند   مي 30ي   زاويه d بر دايره مماسند و با خط      L2 و L1خطوط
 30ي   زاويـه  d رسـم كـرد كـه بـا        Lتوان خط ديگري مانند      مي ،Aي  هنقط

  . جواب دارد4 لذا مسأله دو جواب ديگر خواهد داشت و مسأله حداكثر،بسازد
  
  
  
  
  
  



  گاج/ ) 2(هندسه 
  

76 

103   
 مركز مربـع    ، در غلتيدن اول   ،مطابق شكل 

ــز     ــه مرك ــره ب ــك داي ــاني از ي  و Aكم
را طــي ) نــصف قطــر مربــع (OAشــعاع

1اين كمان . كند  مي
   مذكوري  محيط دايره 4

  

3ري به طول   مسي ، مركز مربع  ، بعد از سه بار غلتيدن     .است
   محيط دايره  4

  :پيمايد مذكور را مي

  ( OA)       3 3 2 2 324 2 2   مسير مركز مربعطول  2
104   

ــط   ــيم خ ــرض كن ــره Lف ــز داي ي   از مرك
C(O, R) مكـان هندسـي نقـاطي       ، بگذرد 

باشـند دو      مـي  rي   بـه فاصـله    Lكه از خط  
 از  rي   و به فاصـله    L موازي L2 و L1خط
چنين مكـان هندسـي مركـز         هم. ند هست آن

ــره ــعاع  داي ــه ش ــايي ب ــره rه ــر داي ــه ب ي  ك
C(O, R) دو دايره به مركـز ،اند  مماس O 

Rهاي  و شعاع  r و | R r |  باشـند    مـي. 
هـايي    محل برخورد اين دو مكان مركز دايـره       

 rاند و شعاعشان     مماس C و Lاست كه بر  
  . جواب دارد8مسأله حداكثرلذا  .است
105   

BCي  هايي به قاعده    ارتفاع همه مثلث   cm  برابـر   cm26 و مـساحت   3
  :است با

  S(ABC) AH.BC AH AH cm      1 16 3 42 2  
  بـا   روي دو خط مـوازي     ،Aبنابراين رأس 

 از آن قـرار     cm4ي   و به فاصله   BCضلع
 L وLي دو خـــــط دارد و فاصـــــله

  . استcm8برابر
  

106   
 L هندسي نقـاطي كـه از دو خـط         مكان

 نيمسازهاي زواياي   ،اند   به يك فاصله   Lو
 نقطه يـا نقـاط تلاقـي        .بين دو خط است   

  . جواب است، با اين نيمسازهاDخط
  

ه  مـسأل  ،باشـد ولي غير منطبق بر آن      زي يكي از اين نيمسازها       موا ،Dاگر
شـمار    بـي  بر يكي از نيمـسازها منطبـق شـود مـسأله             Dو اگر يك جواب   
  .دو جواب داردمسأله صورت   در غير اين،جواب دارد

107   
 ي  چهار نقطـه  ي    نسبت فاصله  ،مطابق شكل 

A،B،Cو Dاز دو خـــــــط dو d 
  است و هر نقطـه روي دو خـط        2برابر

  . داراي اين خاصيت است،و
  

  

108   
 ABCDمــستطيلهندســي ايــن مكــان 

ي هـــر رأس آن تـــا  اســـت كـــه فاصـــله
ــاي خــط ــر،L وLه 6 براب  اســت و 2

   اين مستطيل   هر نقطه روي  مجموع فواصل   
  

6برابــر L وLاز MH).اســت 2 MH AE )   6  دورتــرين 2
 در مثلـث    . اسـت  BD و AC طـول قطرهـاي    ،ي نقاط ايـن مكـان       فاصله

  داريـــــــمAOEالـــــــساقين  زاويـــــــه و متـــــــساويال قـــــــائم
OA AE   2 2 6 2   : پس12

  AC BD OA    2 2 12 24  
109   

 L روي يكي از دو خط     ،اگر نقطه 
ي آن تا يكـي از         باشد فاصله  Lو

ــا ديگــري   24دو خــط صــفر و ت
ــانتي ــت  ســ ــر اســ ــذا ،متــ  لــ

OA OB OC OD   24 
 مربع است   ABCDمطابق شكل 

 ،و براي هر نقطه روي ايـن مربـع        
  :داريم

  MH MH OH BH OB       24  
  . است48رابر ب،اند و قطر مربع  مكان مطلوب،ABCDيعني تمام نقاط مربع

110   
هـاي رنگـي      خـط    روي نيم  ،براي هر نقطه  

  :داريم
  MH MH OH CH     

  OC  4  
 امتـدادهاي   ،مطلـوب هندسـي   پس مكان   
  .باشد  مي8 به قطرياضلاع مربع

  
111   
ها    از رأس  ،12 وسط ضلع  ي  ي نقطه    فاصله چون

ي   الزاويه است و نقطه      پس مثلث قائم   ،برابر است 
 روي ،Aي  يعنـي نقطـه  ،هاي آن  همرسي ارتفاع 
  . قرار دارد12دايره به قطر

112   
 چنان است كه مـساحت      ABي نظير ضلع    هر نقطه روي خط شامل ميانه     

ها مـشترك    در آنCMي  زيرا قاعده  (. برابرند BMC و AMCدو مثلث 
AEو ارتفاعشان برابر است    BF(  چنـين هـر نقطـه روي خـط           هـمL 

  . اين ويژگي را دارد،ABموازي
  
  
  
  

  . استL وL دو خط متقاطع،پس مكان مطلوب
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113   
هاي مثلث را به سه       ي همرسي ميانه    نقطهاگر  

 مثلــث معــادل 3،رأس مثلــث وصــل كنــيم
  :شود مي ايجاد) احتمس هم(

   S(AGB) S(AGC) S(BGC)   
  

هايي به موازات اضلاع مقابل رسم كنيم          خط ،ABCاگر از سه رأس مثلث    
Aمثلث B C    چهارضلعي .آيد   پديد مي A BAC الاضلاع اسـت     متوازي. 

S(Aدر نتيجه  AB) S(A AC) S(A BC)   .    يعنـي نقـاط A،B 
  اگـر  وجود دارد كه  ABC مثلث ي   نقطه در صفحه   4 پس .اند   جواب Cو

 وصل كنيم سـه مثلـث معـادل ايجـاد           ،ABCهاي مثلث   ها را به رأس     آن
  .شود مي

114   
ــث  ــلاع مثل ــث  ،MNPاض ــلاع مثل ــا اض   ب

ABC،  هـاي     پس عمودمنـصف   . موازي است

ABCاضــلاع


MNP  بــر اضــلاع


 . عمودنــد
  هاي  ارتفاع ي همرسي   نقطه ،Oي  يعني نقطه 

  

 ABCهـاي اضـلاع مثلـث       ي همرسي عمودمنـصف      و نقطه  MNPمثلث
  . به يك فاصله استABC پس از سه رأس مثلث.است
115   

 ،ي نظير وتـر      ميانه ،الزاويه  در مثلث قائم  

a پس نصف وتر است  
am    و با   82

  ي  الزاويـه    مثلـث قـائم    ،bmمعلوم بودن 
  

BGM   ي الزاويـه  جـا مثلـث قـائم     قابل رسـم اسـت و از آنABC  رسـم 
  :شود و داريم مي

  bm
BM GM BG BM GM        

28 88 83 3 3  
  b bm m     16 2 32 8 16  

  . باشد8تواند عدد  نمي،bmو
116   

ــث ــه    ،BGCمثلـ ــودن سـ ــوم بـ ــا معلـ  بـ

ــلع bBGضـــــــــ m   2 2 6 43 3، 

cm
CG   

2 2 15 103 BCو3 a  
  

 مــساحت .شــود  رســم مــيABC مثلــث اســت و از روي آنقابــل رســم
 حداكثر باشد   BGC وقتي حداكثر است كه مساحت مثلث      ،ABCمثلث

BGCو اين هنگامي ممكن است كه  90باشد .  

  S(ABC) S(BGC) BG CG        1 33 3 4 10 602 2  
117   

BCفرض كنيم  3 3،AB  S و2  3 3
  : داريم،2

  S AH BC AH AH       1 3 3 1 3 3 12 2 2  
 از . و به فاصله يك از آن قرار داردBCپس رأس سوم روي دو خط موازي

 پس محل تلاقي ايـن      . قرار دارد  2 و شعاع  Bاي به مركز    طرفي روي دايره  
  : است و مسأله دو جواب دارد و داريمAدو مكان جاي

 AC AH CH ( ) AC
A C A H CH ( ) A C

       


            

2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 3 13 13
1 4 3 1 48 49 7

  

  
  
  

  
118   

 حداكثر دو جواب ،دو ضلع و ارتفاع نظير ضلع سومرسم مثلثي با معلومات 
  .ها حداكثر يك جواب دارند  ساير گزينه.مايز داردمت

119   
ــودن دو ضــلع  ــوم ب ــا معل  رســم مثلثــي ب

b  c و 3 1      و ارتفاع نظير ضلع سـوم  
ah  ac چـون .باشـد    مي 2 h  اسـت 

  .مسأله جواب ندارد
120   

bمعلومــــــاتبــــــا  )17،c 10و  
a(h  ــايز8 ــث متمـ   وABC دو مثلـ

AB C  با توجه بـه اعـداد       .شود   رسم مي 
  :فيثاغورسي داريم

  BC BH CH
BH B H , CH

B C CH B H
          

21
6 15

9
  

  S(ABC) AH BC     1 1 8 21 842 2  

  S(AB C) AH B C       1 1 8 9 362 2  
121   

  :صورت داريم  در اين. مثلث مطلوب باشدABCفرض كنيم

  cGC CC m    2 2 2 6 43 3 3  

  bGB BB m    2 2 2 3 23 3 3  

  aGE AH h     1 1 1 113 3 3 3  
 ضـلع و ارتفـاع       با معلوم بـودن دو     ،BGCپس مثلث 

ــوم آن  ــلع س ــر ض ــون ،نظي ــت و چ ــم اس ــل رس   قاب
BG GEو GC GE،بــراي مثلــث BGC و 

  . دو جواب متمايز وجود دارد،ABC در نتيجه مثلث
  

122   
تـر يـا      ه از دو ضلع ديگر كوچك      هموار ، ارتفاع نظير يك ضلع    ،در هر مثلث  
 5 و 3 در مثلـث بـه اضـلاع       ، بنابراين ارتفاع نظير ضلع سوم     .مساوي است 

اما .  باشد 4تواند   نمي 5 به همين دليل ارتفاع نظير ضلع      . باشد 4تواند  نمي
صـورت مثلـث     در ايـن . باشـد 4توانـد بـه طـول     مـي 3ارتفاع نظير ضـلع  

  .الزاويه است يا منفرجهالزاويه  قائم
  
  
  
  ).پذير نيست اين دو حالت امكان(   
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123   

BC5،bmچــون
BG


  

922 2 33 cm و3
CG 

  
2 2 6 43 3 

S(ABC)  : در نتيجه.الزاويه است  قائمBGCپس مثلث S(BGC) 3  

    4 33 182  

  S(ABC) AH BC 1
2  

  AH /   2 18 36 7 25 5  
124   

  مثلـث بـا معلومـات      ،ABCفرض كنـيم  
a  6،b 10 و cm   مطابق  . باشد 4
 با معلوم بـودن سـه       ACC مثلث ،شكل
c(aضــلع , b , m   و رســم اســت  قابــل2(

  

 .شـود و مـسأله حـداكثر يـك جـواب دارد              رسم مي  ABCجا مثلث   از آن 

cشــرط جــواب مــسأله  
| a b | a bm  2 جــا  در ايــن.  اســت2

 پس .الزاويه است   قائم Cدر رأس  ACCمثلث BC M CC A 90 
  . منفرجه استABC در مثلثCي و اين يعني زاويه
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  CC CM , BC , BC    2 10 6 2  

  CC BC BC (( ) ( ) )      2 2 2 2 2 210 6 2  
  CBC 90  

  BC BCS(BCC )     6 2 62 2  
  S(ABC) S(ACM) S(BCM)   

  S(BC M) S(BCM)   
  S(BCC )  6  
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ــه ــدازهCMي ميان ــه ان ي خــودش امتــداد   را ب
ــي ــه   م ــا نقط ــيم ت ــهCي ده ــد   ب ــت آي  .دس

BMC AMC
 

) ــساحت ،)زض ض  پـــس مـ
بـر   برا ACC  با مساحت مثلـث    ،ABCمثلث

  :است و مساحت آن برابر است با
  c ca ,b ,m / a , b , m      3 4 2 5 3 4 2 5  

  S   3 4   .الزاويه است  قائمACC مثلث62
  c ca ,b ,m a , b , m      3 5 2 3 5 2 4  

  S   3 4   .الزاويه است  قائمACC مثلث62
الــساقين اســت و   متــساويABCمثلــث )4 ( و)3 (هــاي و بــراي گزينــه

  :آيد دست مي مساحت آن به شرح زير به
  ca , b ,m BM      3 3 2 9 4 5  

  AB CMS    2 5 2 2 52 2  

  ca , b ,m BM      4 4 3 16 9 7  

  AB CMS    2 7 3 3 72 2  

aپــس مــساحت مثلــث بــا اطلاعــات b  4 
cmو    .ترين است  بيش،3
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ي   الزاويه ضلع مقابـل بـه زاويـه         در مثلث قائم  

60،3
CH وتر است پس     2  5 3

  و 2
BCداريم / 4 CH  پـس  ،5 BC   و دو 

AB  وABCمثلــث Cانــد كــه دو   جــواب
  .اند ها مكمل  در آنB وABCي زاويه
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ACبــا شــرايط  2،BC  A و2  30مثلــث متمــايزو د ABC 

ABو Cداريم.اند  قابل رسم :  
    BH B H B B BC BCB           2 1 1 45 90   

    ACB B BC A    45 30 15    
ــم  ــس ك ــدازه  پ ــرين ان ــهي ت  ،Cي  زاوي

 105،تـرين مقـدار آن       و بـيش   15برابر

105لذا. است   . است715
 ي  ايـن پرسـش بـه كمـك قـضيه         : تذكر

  .ها هم قابل حل است سينوس
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اين پرسش رسم مثلث با معلـوم بـودن         
 ـ ي   زاويـه   و دو ضلع  رو بـه يكـي از        ه روب

a (.باشــد هــا مــي آن 12،B  30 
   دو مثلــث ،كــه جــواب بــراي ايــن) bو

  

Bي  رو به زاويـه      بايد ضلع روبه   ،باشدمتمايز    30  يعنـي b  تـر     كوچـك
aاز 12 پس ، باشد b 12 .بايد،چنين مطابق شكل  هم CHتر   كوچك
b بنابراين b6 يعني ، باشد bاز 6  در b و تعداد مقادير صحيح12

  . است5اين فاصله
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ــه  ــه بـ ــا توجـ ACبـ  8،BC  5 
Aو  30)    رو    روبـه  ي  دو ضلع و زاويه

 دو  ،مطـابق شـكل   ) تـر   به ضلع كوچـك   
  .مثلث متمايز وجود دارد

  BH B H BB    3 6  
 CH AB CH AB CH BBS(AB C) S(ABC)        2 2 2  

   4 6 122  
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تـر از نـصف        كوچك ،ABي نظير ضلع    چون ميانه 
AB( اسـت    ABضلع 17، CM8(،   پـس 

 Cالزاويـه اسـت و رأس        منفرجه Cمثلث در رأس  
ــره ــز اي روي داي ــه مرك ــهAB وســطMب    و ب

  

 بنـابراين مـساحت مثلـث وقتـي مـاكزيمم اسـت كـه               . قـرار دارد   8شعاع
 ABي  زيرا ارتفاع وارد بـر قاعـده      ( عمود شود    AB بر ضلع  CMي  ميانه

  :و مقدار آن برابر است با) شود ماكزيمم مي

  S CM AB       1 1 8 17 4 17 682 2  



  

79  

  استدلال در هندسه :اول فصل
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ــائم   ــث ق ــدا مثل ــه ابت ــا AHMي الزاوي ــا معلوم aAHت را ب h  8 

aAMو m 10  سپس به مركز  . كنيم   رسم ميA  كماني  17 و شعاع 
ــي ــم م ــداد   رس ــا امت ــي آن را ب ــيم، محــل تلاق ــاطMHكن  B وB نق

دهـيم     امتـداد مـي    Mي خـودش از سـمت       انـدازه    را بـه   BM.نـاميم   مي
Bچنين  هم.  جواب است  ABCآيد و مثلث    دست مي    به Cي  نقطه M را  

دسـت     بـه  Cي  دهـيم، نقطـه     ي خودش امتـداد مـي       اندازه   به Mاز سمت 
ABآيد و مثلث مي C نيز جواب است و داريم :  
  
  
  

  BC BM (BH MH)  2 2  

  BH

MH
BC ( )

  

  
   

2 2

2 2

17 8 15

10 8 6
2 15 6 42  

B H
MHB C B M (B H MH) B C ( ) 


           15

62 2 2 15 6 18  
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ــائم   ــث ق ــدا مثل ــه ابت ــات BHCي الزاوي ــا معلوم BC را ب a    و20
bBH h 16  به مركز  سپس. كنيم   رسم مي M  وسـط BC    و شـعاع 
am 17   نقاط تلاقي آن را بـا امتـداد     . كنيم  رسم مي  كمانيCHرا A 

A و ABCهاي  مثلث. يممنا   مي Aو BC اند، پـس بـا معلومـات          جواب
a 20، am 17و bh 16توان رسم كرد و داريم  حداكثر دو مثلث مي:  

  bCH a h    2 2 2 2 2 220 16 12  
  CH 12  

  b
a

h
AE AM ME m ( )   2 2 2 2 2

2  

  AE    2 2 217 8 15 15  
bhaCE CM ME ( ) ( ) CE        2 2 2 2 2 2 2 210 8 6 62 2  

  AC AE CE
A C A E CE AE CE

    
        

15 6 21
15 6 9
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 را بــا AMHي الزاويــه ابتــدا مثلــث قــائم
aAHمعلومـــــــــــات h  2  و 2

aAM m   سـپس . كنيم   رسم مي  3
MHــه ــهMي  را از نقطـ ــدازه  بـ   ي انـ

  

a   ABCآيـد و مثلـث      دست مـي     به C و Bدهيم، نقاط    امتداد مي  32
  :جواب است و داريم

  a aMH m h ( ) MH      2 2 2 2 23 2 2 1 1  
  BH BM MH    3 1 2  

  AB BH.BC AB      2 2 6 4 3 2 3  
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Aي ابتدا زاويه   30    كنـيم     را رسم مـي
ترتيـب بـه       را بـه   L و Lهاي  سپس خط 

 هــاي مــوازات اضــلاع زاويــه و بــه فاصــله
bh  ch و4    رســــم  هــــا  از آن7

  

 ABC مثلـث  . قطـع كننـد    C و Bا در نقـاط   تا اضـلاع زاويـه ر     كنيم    مي
  :جواب است و مطابق شكل داريم

  c c
AC bCH h b h     2 142 2  

  bh bBE ACS(ABC)
    4 14 282 2 2  
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am،به فرض بنا: روش اول  6،bm 8 

cmو 10از.  اســـتMمـــوازي BG 
  : داريم،كنيم رسم مي

  
b am mBG CPMD , GM , GD      8 6 10

2 3 3 3 3 3 3  
  :اند و داريم اين اعداد فيثاغورسي

  S(ABC) S(GMC) S(GMD)   6 6 2  

  GM MD       1 6 812 6 322 3 3  
 سـاخته   cm و am،bmهـاي    مساحت مثلثـي كـه بـا ميانـه         :ش دوم رو
الزاويه    اين مثلث قائم   ، با توجه به اعداد داده شده      .ناميم   مي mSشود را   مي

mS  :است و داريم S(ABC) S(ABC)     3 4 8 6 324 3 2  
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 مثلـــث ، برابرنـــدBE وCFي چـــون دو ميانـــه
AB)الــساقين اســت متــساوي AC)ي   و ميانــه

 ،باشـد   سوم، ارتفاع، عمودمنصف و نيمساز هـم مـي        
  :داريم

  

  AHCF BE BG CG , GH        2 10 85 53 3 3 3  

  CH BH CG GH ( ) ( ) ( )      2 2 2 2 2 2 210 8 6 43 3 3  

  CH BH   2  
S(ABC) S(BGC) GH BC ( )         1 3 83 3 2 2 162 2 3  
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ah،به فرضبنا  3،bh  ch و4    : و داريم5

a b c
a b cS ah bh ch a b c        1 1 1 3 4 52 2 2 20 15 12  

 ايـن   . متـشابه  اسـت     20 و 12،15يعني مثلث مفروض با مثلث به اضلاع      
 زيــرا،الزاويــه اســت مثلــث منفرجــه 2 2 220 15  در نتيجــه مثلــث .12

  ).در دو مثلث متشابه زواياي نظير برابرند(.الزاويه است مفروض هم منفرجه
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b،به فرض بنا ch h 12 وah 10. 
. الساقين اسـت     متساوي ABCپس مثلث 

 بنابـه  ،كنـيم    رسـم مـي    BE موازي Hاز

BEHF تالس ي قضيه     : و داريم62

  AF AH HF AF      2 2 2 2 2 210 6 8 8  

  HF AF CF CF    
22 6 9
8 2  

  HF ACS(ABC) S(AHC) ( )      92 2 6 8 752 2  
  


