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 oyتصوير روي

  R3آشنايي با فضاي  

  بلكه ابزاري است كه تا پايان فصل دوم مورد نياز است. ،نگرفتهطور مستقيم در كنكور مورد سؤال قرار  بهتاكنون اين جزوه شامل مقدمات فصل اول است كه 
  

¾1t﹁3R,  

از سه محور مختصات  ،3rفضای ربعدی د دستگاه مختصات سه برای نمايش
ــه ــه نام دوب ــرهم ب ــود ب ــای دو عم ــتفاده می ozو ox ،oyه ــود و  اس ش
oای است كه كـنج گونه هـا به قرارگيری آنی نحوه xyz ک كـنج راسـتگرد يـ

گر كف دست راست را در جهت محور بـاز كنـيم  oxاست. بدين معنی كه ا
قـرار  ozدر جهـت محـور ،ببنديم، انگشـت شسـت oyو در جهت محور

  :گيرد. نگاه كنيد می

  
  
  

علاوه بر سه محور  3rكنيد در فضای طور كه در شكل ملاحظه می همان
دو  ی مختصـات دوبـه دو عمود برهم هستند، سه صفحه مختصات كه دوبه
 3rوجـود دارد كـه فضـای yozو xoy،xozهـای عمود برهم به نام

  شود.  تقسيم می ناحيه ٨ ها به آن توسط
بعدی روی  اما چون نمـايش فضـای سـه

ی كاغذ قدری مشكل است، از اين  صفحه
ناحيـه فقـط يــک ناحيـه بـه نمــايش  ٨

دسـتگاه  كنج مثبـتآيد كه آن را  درمی
  نامند. می  قائم

¾]︺? ·i D1pFZ﹞ ¾1½`³V﹞ ¶1﹍Fi\ `\ ·x﹆± kÃ1¬±   
ـــرای مشــخص Aی موقعيــت نقطــهكردن  ب (x , y , z )0 0 در دســتگاه  0

را روی محــورهای z0و x0،y0ی  بعدی، انـدازه محورهای مختصات سـه
مكعـب  هـا جــدا كــرده و خودشان و از مبدأ و با توجـه بـه علامــت آن

رأس آن باشند. رأسی از  سازيم كه اين سه طول، سه يال هم یمستطيلی م
مختصات دو سر قطر اصلی مكعـب مسـتطيل  كه با مبدأ مكعب مستطيل 

  كند: باشند، موقعيت نقطه را در فضا مشخص می
  

  
  
  
  

  
گر نقطه تذکر: ای روی يكی از محورها يـا صـفحات مختصـات يـا مبـدأ  ا

بـا  نام غير همی  لفهؤهر م ،رار گيرددار در فضا) ق های نام (مكانمختصات 
  .است صفر ،نقطهها در مختصات  نام آن

 Dو A،B،Cهای زير نگاه كنيد و مختصات نقاط به شكل  :1تمـرین  
  .را بنويسيد

  

  
  

  :حل

  

  

  
  :لح

·¨q1﹁ ·x﹆± ²\ ¾  

گــر  Aا (x , y ,z )1 1 B(xو 1 , y ,z )2 2 دو نقطــه در فضــا باشــند،  2
  آيد: دست می ی زير به ها از رابطه ی آن فاصله

| AB | (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2
2 1 2 1 2 1  

¿﹎eÃ² ³لy ¾1½  
در كتاب درسی آمده است كه با توجه به حقايق هندسی، سه ويژگی برای 

  برقرار است: 3rدر Bو Aی خط بين دو نقطه پاره طول
گر 11 |ا AB | Aگاه باشد، آن 0 B .(منطبق برهم) خواهد بود و برعكس  
|همواره 22 AB | | BA | باشد. می  
همواره نامسـاوی زيـر برقـرار  3rدر Cی دلخواه به ازای هر نقطه 33

  است (نامساوی مثلثی):

| AC | | BC | | AB | | AC | | BC |     
  

)Aی ی دو نقطه فاصله  :2تمـرین   , , )1 2 )Bو 3 , , ) 4 1 برابـر  2
  چند است؟

|    :حل AB | ( ) ( ) ( )( )        2 2 24 1 1 2 2 3  

   9 9 1 19  

 ®\a﹋ aÃ³pGD1pFZ﹞ D1V﹀q ² 1½`³V﹞ ¾²`  

و ...] روی محورها و صفحات مختصات،  بردار[يا  نقطه هر برای تصوير كردن
های  با اسم محور يـا صـفحه را در مؤلفـه نام غير همی  كافی است هر مؤلفه

  مثلاً: كنيم. صفر، طهنق
A( , , ) A ( , , )1 2 3 0 2 0   
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  ozقرينه نسبت به 

 قرينه نسبت به مبدأ مختصات

فاصله ی نقطه از محورها،
 صفحات و مبدأ مختصات

 مجموع مربعات مؤلفه های 
 غير هم نام با اسم آن ها



  

®\a﹋ ·°Ãa﹇ D1pFZ﹞ D1V﹀q ² 1½`³V﹞ ·? E>h±  
برای قرينه كردن هر چيزی [نقطه، بردار، خط و ...] نسبت به محورها، صفحات 

هـا را در آن  بـا اسـم آن نام غير همی  يا مبدأ مختصات، كافی است هر مؤلفه
  مثلاً: كنيم. قرينهچيز 

A( , , ) A ( , , )  1 2 3 1 2 3  
A( , , ) A ( , , )   1 2 3 1 2 3  

)Aی نقطه  :3تمـرین   , , )1 2 مفروض است. هر يک از موارد زيـر  3
  :را پيدا كنيد

  xozویر A) تصويرب  ozروی محور A) تصويرالف
  yozنسبت به Aی ) قرينهد  oyنسبت به Aی ) قرينهج
   :حل
A)الف ( , , )1 0 0 A)ب  3 ( , , )2 1 0 3  
A)ج ( , , )  3 1 2 A)د  3 ( , , ) 4 1 2 3  

·¨q1﹁ D1pFZ﹞ D1V﹀q ² 1½`³V﹞ b0 ·x﹆± ¾  
ی يک نقطه  دست آوردن فاصله برای به

از محورها و صفحات مختصات، يكی از 
ها اين است كه نقطـه را روی محـور  راه

 و كــردهی مــذكور تصــوير   يـــا صــفحه
ی آن را تـا تصويرش پيدا كنـيم.  فاصله

  داريم: مقابلمثلاً با توجه به شكل 
xoy      AHی از صفحه Aی فاصله   z  2 2 20 0  

oy            AEاز محور Aی فاصله    x z  2 2 20   
ی جالب توجـه ديگـری دسـت پيـدا كـرديم كـه كامـل  راين به نتيجهبناب

  ی محورها و صفحات مختصات است: ی مطالب قبلی درباره كننده
ی يک نقطه از محورها و صفحات مختصات باز هم  برای پيدا كردن فاصله

كنيم و ايـن بـار  نام با اسم محور يا صفحه توجـه مـی های غيرهم به مؤلفه
  يعنی: نويسيم. ا را در زير راديكال میه مجموع مربعات آن

  
  

)Aی نقطه :4تمرین  , , ) 1 2   مفروض است: 3
  را پيدا كنيد. ozاز محور Aی ) فاصلهالف
A    :حل Ax y   2 2 1 4 5  

  

  را به دست آوريد. xozی از صفحه Aی ) فاصلهب
Ay    :حل ( )  2 22 2  

¶`1C wi² D1pFZ﹞ w[  

گر Aا (x , y ,z )1 1 B(xو 1 , y ,z )2 2 گـاه  دو نقطه در فضا باشند، آن 2
  آيد: دست می ی زير به از رابطه ABخط وسط پاره Mی مختصات نقطه

x x y y z zA BM , ,
    1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
( )  

)A اگر  :5تمرین  , , )1 2 3،B( , , )5 6 مفروض باشند، مختصات  1
  .دست آوريد را به ABخط وسط پاره

A   :حل BM , , ( , , )        1 5 2 6 3 1 2 4 12 2 2 2
( )  

  

  

گــر  :6تمــرین  )Aنقــاط ا , , )1 2 1،B( , , )3 0 )Cو 1 , , )1 2 ســه  3
  كدام است؟ AMی باشند، طول ميانه ABCرأس مثلث

۱( ۱   ۲ (۲  ۳(3  ۴(2  
  وسط ضلع Mی ابتدا نقطه  )۴گزينه ( :حل

BCكنيم: را پيدا می  

  B CM ( , , )  1 1 22  
  |AM| ( )     2 2 20 1 1 2  

  

·°Ãa﹇ ·x﹆± ·? E>h± ·x﹆± ¾  
ی ديگـری  شـود، نقطـه قرينـه می Bی نسـبت بـه نقطـه A ی وقتی نقطه

ــد ــل می Aمانن ــه حاص ــود ب ــه ش ــه نقط ــط  ،Bی طوری ك ــاً وس دقيق
  گيرد، يعنی: قرار می AAخط پاره

A AB A B A    22  

ين مسأله بسيار پركاربرد و مهم است و در فصل بعدی هم بسيار مورد استفاده ا
  گيرد. پس سعی كنيد با تأمل و دقت، آن را به خوبی درک كنيد. قرار می

)Aی ی نقطــه قرينــه  :7تمــرین  , , )1 2 ــه 3 )Bنســبت ب , , )4 3 0 
  قدر است؟ چه
A  :حل B A ( , , ) ( , , ) ( , , )     2 8 6 0 1 2 3 7 4 3  

¾1t﹁ D1﹞]﹆﹞3R   
  .شود مطرح مي اين فصل و فصل بعديلاي سوالات  به طور ضمني در لابه ليگيرد و به طور مستقيم در كنكور مورد سوال قرار نميمعمولاً هاي مطرح شده در اين بخش  تست

  كتاب درسي 13 ص 1 تمرين  قرار دارد؟ oyهای زير روی محور يک از نقطه كدام   - 1
١(A( , , )2 0 3  ٢(B( , , )0 3 0  ٣(C( , , )0 0 4  ٤(D( , , )0 2 3   

گر نقطه  - 2 A(aی ا b ,b ,a )  2   كتاب درسي 13 ص 1 تمرين  كدام است؟ aقرار داشته باشد، ozروی محور 1
١(1  ٢(2  ١ )٤  ٢ )٣   
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)Aی تصوير نقطه  - 3 , , )2 1   كتاب درسي 13 ص 3تمرين   ها كدام است؟ y، روی محور 3
١(( , , ) 2 1 3  ٢(( , , )2 0 3  ٣(( , , )0 1 0  ٤(( , , )0 1 0  

)Aی تصوير نقطه  - 4 , , )1 2   كتاب درسي 13 ص 3تمرين   كدام است؟  xozی روی صفحه 3
١(( , , )1 0 3  ٢(( , , )0 2 0  ٣(( , , )0 2 3  ٤(( , , ) 1 2 3  

)Aی ی نقطه قرينه  - 5 , , )1 2   كتاب درسي 13 ص 3تمرين   كدام است؟ oyنسبت به محور 3
١(( , , )1 2 3  ٢(( , , ) 1 2 3  ٣(( , , )0 2 0  ٤(( , , )1 0 3   

)Aكه در آن ABخط طول تصوير پاره  - 6 , , )1 2 )Bو 3 , , )5 5   كتاب درسي 13 ص 3تمرين   كدام است؟ xoyی است، بر صفحه 1

٢  ٥) ١(29  ٩) ٤  ٧) ٣  
)Aی ی نقطه فاصله  - 7 , , )3 4   80مشابه داخل   كدام است؟  ozاز محور 1

٣  ٥ )٢  ١ )١(10  ٤(17   
گر فاصله  - 8   80مشابه داخل   كدام است؟ yozی ی آن از صفحه باشد فاصله ٤و  ٢ترتيب  به ozو محور xozی از صفحه Aی ی نقطه ا

١(2 2  ٢(2 5  ٣(2 3  ٤(2   
گر مجموع مربعات فواصل نقطه  - 9   80مشابه داخل   قدر است؟ از مبدأ مختصات چه M ی باشد، فاصله ٧٢از محورهای مختصات برابر  Mی ا

١(6 2  ٧٢) ٤  ٣٦) ٣  ٦) ٢    

)Aنقاط  - 10 , , )1 2 2،B( , , )1 2 )Cو 3 , , )3 0   كتاب درسي 13ص  7تمرين   كدام است؟ AMی هستند. طول ميانه ABCسه رأس مثلث 1
٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١) ١  

)Aنقاط  - 11 , , )1 2 )Bو 1 , , )3 0   كتاب درسي 13 ص 6تمرين   قدر است؟ ی مركز مربع از مبدأ مختصات چه دو رأس متقابل يک مربع هستند. فاصله 3
٣  ٣ )٢  ٢ )١(12  ٤(6   

)Aی نقطه  ی قرينه  -12 , , )2 3 )Bنسبت به 4 , , )1 2   92مشابه داخل   ی است واقع بر:ا نقطه 1
  xoyی ) صفحه٤  oz) محور٣  yozی ) صفحه٢  ox) محور١

گر  -13 )Aنقاط ا , , )1 0 0،B( , , )2 0 )Cو 7 , , )3 2   كتاب درسي 13ص  5تمرين   باشند، محيط مثلث كدام است؟ ABCسه رأس مثلث 7
١(9 5  ٢(3 7  ٤  ١٢ )٣(9 3   

)Aی ی نقطه قرينه  -14 , , )1 2   92مشابه داخل   كدام است؟ xozی روی صفحه Bی ناميم. تصوير نقطه می Bی نقطه ،oxرا نسبت به محور 3
١( ( , , )1 0 3   ٢( ( , , )1 0 3   ٣( ( , , ) 1 0 3   ٤( ( , , )1 0 3   

)Aنقاط  -15 , , )2 0 0،B( , , )0 2 )Cو 0 , , )0 0 ی مركـز مكعـب نسـبت بـه  و مبدأ مختصات رئوس يک مكعب هستند، مختصـات قرينـه 2
  كتاب درسي 13ي  صفحه 3و  2تمرين   كدام است؟ oyمحور

١(( , , ) 1 1 1   ٢(( , , )1 1 1   ٣(( , , ) 1 1 1   ٤(( , , ) 1 1 1   
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  ي يک بردار دربارههمه چيز    

يعني در تمام مسـائل و مفـاهيم مطـرح شـده در ايـن جـزوه تنهـا يـك          ،ش اول مسائل مربوط به يك بردار استبخ :بخش تقسيم كرديم 3مسائل مربوط به بردارها را به 
  خورد. اين فصل و فصل بعدي به چشم ميمسائل ها در تمامي  گيرد اما ردپاي آن ال قرار ميؤمستقيم در كنكور مورد س طور بهبردار دخالت دارد. اين مسائل به ندرت 

  

`0\a? ² ®1﹊ÂC 
 č®1.﹊ÂC كه دارای ابتدا  داری است خط جهت پاره

ABباشد، ماننـد پيكـان و انتهای مشخص می


 
  :در شكل مقابل

®1﹊ÂC «½ ¾1½ čb`0 نامنـد،  ارز می دو پيكان را هم
  اندازه باشد. جهت و هم هرگاه موازی، هم

 č`0\a.? ود دارد كه ابتدای تنها يک پيكان وج ،ارز در يک مجموعه پيكان هم
نـاميم. هـر  اين پيكان را بـردار می ،كه از اين به بعداست آن مبدأ مختصات 

vتايی مرتب مانند با يک سه 3rبرُدار در فضای (a ,b,c)  مشـخص
A(aی شود كه نقطه می ,b ,c) ی انتهايی برُدار است. نقطه  

گر تذکر:  با پيكـان ارز هم های برُدار دو نقطه در فضا باشند، مؤلفه Bو Aا
AB


  آيد: دست می بهزير  ی از رابطه 

AB B A 


  

aدر ادامه با مفاهيمی كه در مورد يک بـردار ماننـد (x , y,z)  بايـد
  شويم: بدانيم، آشنا می

¶b0]±0 `0\a? ¾ 
|را با نماد aی برُدار اندازه a   دهند و برابر است با: نشان می |

| a | x y z  2 2 2  

D1pFZ﹞ D1V﹀q ² 1½`³V﹞ ·? E>h± ·°Ãa﹇ ² aÃ³pG 
 نون تصوير كردن و قرينه كردن يک بردار نسـبت بـه محورهـا و صـفحاتقا

نام بـا  های غيرهم يعنی در تصوير كردن مؤلفه ،همانند نقطه است ،مختصات
ها  كنيم و در قرينه كردن، آن مؤلفـه محور يا صفحه را تبديل به صفر مینام 

a  مثلاً: كنيم. را قرينه می ( , , )
a ( , , )

a ( , , )


 

 

0 3 0
2 3 1

2 3 1
  

︻ <au`0\a? `\ \] 
گر  aيک عدد حقيقی و mا (x , y,z) گاه ضرب  آن ،يک بردار باشد

  دهند و داريم: نشان می maصورت را به aدر بردار mعدد

ma (mx ,my,mz)  

ــذکر: ــر  ت گ mا  ــد 0 ــردار ،باش  maب
ــردار هم و مــوازی ــا ب و  اســت aجهــت ب

گر mا  مـوازی و در ma بردار ،باشد 0
  باشد. می aخلاف جهت

  

ęE¼O `0\a?Ě ·﹊Ã `0\a? 
  آيد: دست می صورت زير به كه به aبرداری است به طول يک در راستا و جهت

a
yx ze a , ,

| a | | a | | a | | a |
 1 ( )  

نشـان  kوi،jی راستای محورهـای مختصـات را بـا بردارهای يكه ذکر:ت
i دهند كه می ( , , ) 1 0 0،j ( , , ) 0 1 kو 0 ( , , ) 0 0     باشند. می 1

  
  
  
  

 kو i،jتوان برحسب تركيـب خطـی از در ضمن هر بردار دلخواه را می
   :نوشتصورت زير  به

a (x , y,z) a x i y j z k      

·Ã²0b D1pFZ﹞ ¾1½`³V﹞ 1? `0\a? ¾ 
گر زاويه  ترتيب بـه ozو ox،oyی بردار را با جهـت مثبـت محورهـای ا

، و بناميم در اين صورت:  

yx zcos , cos , cos
| a | | a | | a |

       

cosو cos،cosتذکر:  های هادی برُدار را كسينوسa نامند. می  

·x?0`  ¯Â? ¾f³°Âh﹋ ¾1½ ¾\1½ 
  صورت زير است: های هادی به ی بين كسينوس رابطه 

cos cos cos   2 2 2 1  

های هـادی  توان برحسـب كسـينوس را می aی هر بردار مانند بردار يكه 
  نوشت:

a
yx ze , , (cos ,cos ,cos )

| a | | a | | a |
    ( )  

aبردار  :1 تمرین ( , , ) 2 1   مفروض است: 1
  است؟ قدر چه aی بردار اندازه) الف
|    :حل a | ( ) ( )    2 2 22 1 1 2  
  را پيدا كنيد. aبردار جهت) ب
  پس: ،منظور از بردار جهت همان بردار يكه است :حل

  a
ae , ,| a |

  2 1 1
2 2 2
( )  

  

  
  

 تصوير روي
oy 

 قرينه نسبت به
oy 
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  را با جهت مثبت محورهای مختصات پيدا كنيد. aی بردار زاويه) ج
   :حل

cos , cos       2 145 602 2
   

cos    1 1202
  

  دست آوريد. را به xozی بر صفحه aی تصوير اندازه) د
a    :حل ( , , ) | a |      2 0 1 2 1 3  
  را به دست آوريد. ozنسبت به محور aبردار ی قرينه)  ه
a    :حل ( , , )   2 1 1  
گر) ٦ ABبـردار ا


)Aكـه  , , )2 2 1  ،باشـد aبـا بـردارز ار هـم، 4

  را به دست آوريد. Bی مختصات نقطه
AB    :حل B A ( , , ) B ( , , )     2 1 1 2 2 1 4


  

B ( , , )  3 2 2 3  

  

گر زاويه :2 تمـرین   oyو oxمحورهـای جهـت مثبـت با aی بردار ا
  را پيدا كنيد. aبردار جهت ،باشد 120و 30ترتيب به
cos  :حل cos cos   2 2 230 120 1   

cos cos        2 2 23 1 1 02 2
( ) ( )  

ae (cos ,cos ,cos ) , ,      3 1 02 2
( )  

  

  

گر زاويه :3 ینتمـر  aی بردار ا (m , , ) 1  60برابـر ozبا محـور 1
  را پيدا كنيد. oyی آن با محور باشد، كسينوس زاويه

cos  :حل m
mm

      
 

2
22

1 1 1 1 22 421 1
  

m   2  
ycos

| a |
    
 

1 1
22 1 1  

  

  

  

¶`1?`\ `0\a? ﹉Ã ¾   
تـر بـه طـور مسـتقيم مـورد       كـم ، الات كنكـور ؤجديد س ـ هاي رسد با تيپ ال مطرح شده است و به نظر ميؤسسراسري به بعد در كنكور  80تنها يك بار از سال  ،از يك بردار

  در كنكور ظاهر شود ...تواند  مياما به طور غيرمستقيم و باتركيب با مفاهيم ديگر  ،توجه قرار گيرد

vارز با برُدار های هم ی پيكان در مجموعه  - 16 ( , , ) 2 1 )Aگيريم كه ابتدای آن پيكانی را در نظر می3 , , )0 3 باشد. انتهای اين پيكان كـدام  1
  كتاب درسي 14ص  9تمرين    است؟

١(( , , )2 4 2  ٢(( , , )1 3 1  ٣(( , , )2 3 2  ٤(( , , )2 4 4  
Vی تصوير بردار اندازه  -17 ( , , ) 3 1   70ي  داخل دهه  كدام است؟ yozی بر صفحه 2

١(5  ٢(10  ٣(13  ٤(14  
aبردار  -18 ( , , )  1 2   كنيم. بردار نهايی كدام است؟ قرينه می yozی و سپس بردار حاصل را نسبت به صفحه ozرا نسبت به محور 3

١(( , , )1 2 3  ٢(( , , ) 1 2 3  ٣(( , , )1 2 0  ٤(( , , )1 2   كتاب درسي 24ص  3تمرين   3
|حاصل  -19 i j | | j k | | k i |    2 2   كتاب درسي 14ص  11تمرين   كدام است؟ 2

١(3  ٣    ٣) ٢(3 5  ٩) ٤  
گر  -20 )Aا , , )3 1 )Bو 0 , , )1 1 ABبردار جهت ،باشد 1


  كتاب درسي 14ص  12تمرين   كدام است؟ 

١(, ,2 2 1
3 3 3
( )  ٢(, ,1 2 2

3 3 3
( )  ٣(, ,2 2 1

3 3 3
( )  ٤(, , 2 2 1

3 3 3
( )   

گر بردار جهت بردار  -21 ,صورت به aا ,2 1 1
2 2 2(   85مشابه خارج   كدام است؟ oyبا جهت مثبت محور aی بردار باشد، زاويه (

١(60  ٢(120  ٣(150  ٤(30   
گر بردار  -22 aا ( , ,m) 1   85خارج   ها كدام است؟xی اين بردار با محور درجه بسازد، كسينوس زاويه ٤٥ی  ها زاويهzبا محور 1

١(1
4  ٢(1

3  ٣(1
2  ٤(2

2      

  85شابه خارج م  سازد؟ ی منفرجه می ها زاويهxعمود است و با جهت مثبت محور oyيک از بردارهای زير بر محور كدام  -23
١(a ( , , ) 1 0 2  ٢(b ( , , ) 1 0 2  ٣(c ( , , ) 0 2 0  ٤(d ( , , ) 1 0 2  

aی بردار زاويه  -24 ( , , )  3 4   85مشابه خارج   تر است؟ با كدام محور مختصات بيش 1
  هاy) محور٢    اهx) محور١
  سان است.يك) با هر سه محور ٤    هاz) محور٣
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aبردار  -25 ( ,m ,m )   كتاب درسي 24ص  6تمرين   سازد. مقدار اين زاويه كدام است؟ یی مساوی م زوايای حاده ozو ox،oyبا محورهای 21

١(30  ٢(cos1 3
3
( )  ٣(60  ٤(cos1 1

3
( )  

گر زاويه  -26 3برابر oyی يک بردار با محور ا
كثر مقدار مجمـوع زاويـه ozو oxاش با محورهای و زاويه 4 های آن بـا  يكسان باشد، حدا

  كتاب درسي 23ص  7مثال   محورهای مختصات كدام است؟
١(240  ٢(270  ٣(360  ٤(375  

  كتاب درسي 23 ص 7مثال   باشد؟ 3Rدر فضای ozو oyو oxبا محورهای aهای بردار تواند زاويه كدام گزينه می  -27
١(, ,45 60 30    ٢(, ,150 135 90    ٣(, ,90 135 45    ٤(, ,60 135 30    

گر بردار  -28 cos1زوايای  ozو oxبا محورهای aا 2 2
5( cos1و ( 3

5( در صورتی كه  aباشد، تصاوير بردار ٥ی بردار  بسازد و اندازه (
  كتاب درسي 23ص  7مثال   كدام است؟ ،منفرجه باشد oyی بردار با محور زاويه

١(i j k 2 2 2 2 3    ٢(i j k  2 2 2 2 3  
٣(i j k  2 2 2 2 3    ٤(i j k 2 2 2 2 3  

bبردارهای  -29 ( , , ) ,a ( , , )  1 2 4 2 3 cو1 ( , , ) 2 1   90مشابه خارج   مكعب كدام است؟ حجمهای يک مكعب مستطيل هستند،  يال 1
٢  ٢١ )١( 21 3   ٣( 42   ٤ (2 126   

aبردارهای  - 30 ( , , ) 2 1 1،b ( , , ) 1 1 cو 1 ( , , ) 0 3   ی قطر اين مكعب مستطيل كدام است؟ های يک مكعب مستطيل هستند، اندازه يال 3
١(18   ٢(2 3   ٣(3   90مشابه خارج    45) ٤   3
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  ي دو بردار چيز درباره همه  
طـوري كـه    اسـت بـه   ها و كاربردهاي آن ضرب داخلي و خارجي ، تفريق،جمع نظيرد دو بردار در مورشود و حاوي مطالب مهمي  ترين جزوه در اين فصل محسوب مي اين جزوه مهم

  جزوه است.سال مربوط به اين بخش از  چنداكثر سوالات مطرح شده در اين  واست به بعد در كنكورهاي سراسري داخل و خارج به آن توجه شده  1380از سال  بار 20بيش از 

`0\a? ²\ ¾b0³G ² ¾²1hG 
aو بردارد (x , y,z) وb (x , y ,z )   گاه: گيريم آن را در نظر می  

 č`0\a? ²\ ¾²1hG كه دو بردار شرط آنa وb مساوی باشند آن است كه:  

x x , y y , z z      
  č`0\a? ²\ ¾b0³Gكه دو بردار ط آنشرa وb موازی باشند آن است كه:  

yx z
x y z

     

گر مؤلفه: تذکر ی نظير  لفهؤصفر باشد، م ،ای در يكی از دو بردار موازی ا
  در برُدار ديگر هم بايد صفر باشد.

`0\a? ²\ ﹅Ãa﹀G ² ︹¬O 
  ² ︹¬O č¾a>O ﹅Ãa﹀G  

  آيد: دست می صورت زير به به bو aمجموع و تفاضل دو بردار

a b (x x , y y ,z z )        
  č`0\a? ²\ ﹅Ãa﹀G ² ︹¬O ¿i]°½ aÂ>︺G  برای درک مفهوم هندسی

  های زير دقت كنيد. جمع و تفريق به شكل
0³F﹞ j²` ę︿©0¾b ~﹑u﹐0  

  
  
  

aكنيد طور كه ملاحظه می همان b وa b الاضـلاع  قطرهای متوازی
  هستند. bو a، بر روی دو برداربنا شده

ę¿︺¨u]°SĚ I¨J﹞ j²` ę<  
  
  

  

  

ــرین ـــر  :1 تمـ گ aا (m , , ) 1 2،b ( ,n , ) 1 cو 1 ( , , ) 2 1 1 
aباشد و بردارهای b وc ،مقدار موازی باشندm n ؟قدر است چه  

m :حل

n

a b (m ,n , ) m n
c ( , , )





        

1

2

1 1 1 1 1 1
2 1 12 1 1




  

  

<au `0\a?1½ 
 `0\a? ²\ ¿¨[0\ <au  

︿Ãa︺Gč گر aا (x , y,z) وb (x , y ,z )    گـاه  د، آننباشدو بردار
  شود: صورت زير تعريف می ها به ضرب داخلی آن

a .b xx yy zz      

باشـد از  هـا ی بـين آن كه زاويه bو aضرب داخلی دو بردار قضیه:
  قابل محاسبه است:نيز ی زير  رابطه

a .b | a || b | cos   
ای است كه دو بردار هم ابتدا بـا هـم  ی دو بردار، زاويه زاويه دقت کنید!

  های زير دقت كنيد: سازد، به شكل می
  
  
  

  

 `0\a? ²\ ¿O`1[ <au  
G č︿...........Ãa︺اگـــــــــــرa (x , y,z) 
bو (x , y ,z )    گـاه   آن ،دو بردار باشـند

ها يك بـردار اسـت    حاصل ضرب خارجي آن
(و در واقـع   bو aكه عمود بر هـر دو بـردار  

باشـد و   ) ميbو aي شامل عمود بر صفحه
  آيد: دست مي صورت زير به به

a (x , y,z) y z x z x ya b , ,b (x , y ,z ) y z x z x y
             _ +  

نويسـيم. بـرای  ی ضـرب خـارجی، دو بـردار را زيـر هـم می برای محاسبه
گيـريم و  ا ناديـده میدو بـردار ر xیها مؤلفه، xی دست آوردن مؤلفه به

2دترمينان ماتريس   آوريم و ... دست می مانده را به یِ باقی2
  ، جون هركی دوست داری منفی يادت نره. yی ی مؤلفه فقط در محاسبه

¿O`1[ <au E¼O 
جهت بردار ضرب خارجی هم بر اساس قانون دست 

گر كف دست راسـت را  می دست راست به آيد. يعنی ا
ببنديم، انگشـت  bباز كرده و در جهت aدر جهت

aشست جهت b دهد. را نشان می  
بـر  ،گر برداری بر يک صـفحه عمـود باشـدا :تذکر

گـر تمام بردارهای آن صـفحه عمـود اسـت. حـال  ا
باشند، بردارهای  bو aی صفحه، بردارهای سازنده

ــه شــكل maدرون آن صــفحه ب nb  ،هســتند
aبنابراين b ها عمود است.  ی آن بر همه  

¶b0]±0 ¿O`1[ <au ¾ 
گر زاويه قضیه: ی  گـاه انـدازه آن ،باشـد برابـر bو aن دو برداری بي ا

  ی زير قابل محاسبه است: ها از رابطه ضرب خارجی آن

| a b | | a || b | sin    
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گر  :2تمرین  aا ( , , ) 1 2 bو 3 ( , , ) 1 2   باشد. 1
  دست آوريد. را بهالف) مقدار حاصل ضرب داخلی دو بردار 

  :حل
a .b     1 4 3 6  

  .دست آوريد را بهب) حاصل ضرب خارجی اين دو بردار 
  :حل

  a ( , , )
a b ( , , )

b ( , , )


      

1 2 3 4 4 41 2 1  
  

  

گر :3 تمـرین  aا ( ,m , ) 1 1،b ( , , ) 0 1 ی بردار عمـود  اندازه و 1
مقدار برای حاصل ضرب داخلـی ايـن  حداقلباشد،  11ها برابر بر آن

  دو بردار كدام است؟
٣ )٤  ١ )٣  ٥ )٢  -٥ )١  
a)۱گزينه ( :حل b بر هر دو بردارa وb :عمود است  

a ( ,m, )
a b ( m , , )

b ( , , )


      

1 1 1 1 10 1 1
  

| a b | (m )      21 1 1 11  

m a.b(m ) m m a.b
         
    

2 2 11 2 11 1 3 4 5  

  

گـر مفروض bو aبردارهای :4 تمـرین  |انـد. ا a | 3،| b | 26 
|و a b |  aحاصل ،باشد 72 .b كدام است؟  
٢  ٣٠) ١(30   ٣(30  ٤(15  

  )۳گزينه ( :حل

| a b | | a || b | sin sin sin         1272 3 26 13  

cos sin cos           2 2 144 25 51 1 169 169 13  

a .b | a || b | cos        53 26 3013
( )  

  

  

گر :5 تمرین aا ( , , ) 1 2 bو 3 ( , , ) 3 1 دو بـردار در فضـا  4
)حاصل ،باشند a b).(a b) 2   كدام است؟ 3

   صفر )٤  -٢ )٣   ٣ )٢  -١ )١

aبردار  )۴گزينـه (  :حل b2 اسـت  bوaی شامل برداری واقع در صفحه 3
aو بردار b  بنـابراين ضـرب داخلـی ايـن دو باشد میبر اين صفحه عمود ،

  بردار صفر است.
  

¿﹎eÃ² ¿¨[0\ <au 1? ·hÃ1﹆﹞ ² ¿O`1[ <au ¾1½ 

  a .a | a | 2  a a o  11    
  a.b b.a  a b b a    22  

  a.(b c) a.b a.c    a (b c) a b a c      33  

  a b a.b   0  a || b a b o   44  

  

,ی در بازه bو aن دو بردارـی بي زاويه :6تمرین  2
(    واست  (

|اگر a | 3،| b |5 و| a (a b) |  9 حاصلباشد ،a .(a b) 
  كدام است؟

٣  ٩ )٢  ٢١ )١(3  ١٢ )٤   
  )۳گزينه ( :حل


o

| a (a b) | | a a a b | | a b | | b a | | a b |              

| a || b | sin sin sin          39 3 5 5  

cos sin cos



         



2 2
4

16 51 25 4
5

  

a .(a b) a .a a .b | a | | a || b | cos      2  

      2 43 3 5 35
( )  

 ¾1½\a?`1﹋¿¨[0\ <au 
 1½\1VG0 ¾¿¨q0   

برای برُدارهـا برقرارنـد، بـا  ،هستند ٢تمام اتحادهای جبری كه دارای توان 
 ٢شـوند و هرجـا تـوان  ها به ضرب داخلی تبـديل می باين تفاوت كه ضر

  گذاريم يعنی داريم: داريم به جای پرانتز، اندازه می
11 ·¨¬O ²\ ︹?a﹞ \1VG0 ¾0č  

|a||b|cos

| a b | | a | | b | a .b


   2 2 2

2
2  

22 ·i ︹?a﹞ \1VG0 ·¨¬O ¾0č  

| a b c | | a | | b | | c | (a .b a .c b.c)       2 2 2 2 2  

33 čL²\c﹞\1VG0  

(a b).(a b) | a | | b |   2 2  

 1½\1VG0¿︻a﹁ ¾  
ها در تمرينات كتاب درسی آمده است از  دو اتحاد فرعی زير كه يكی از آن

  آيند: دست می به ای مربع دو جملهاتحادهای 

| a b | | a b | (| a | | b | )    2 2 2 22  

| a b | | a b | a .b   2 2 4  

گر  :7تمرین  ی بـين  و زاويـه ٢و  ٣های  نـدازهدو بـردار بـا ا bو aا
  حاصل هر يک از عبارات زير را پيدا كنيد. ،باشد 60ها آن
|)الف a b |  
|    :حل a b | | a | | b | | a || b | cos    2 2 2 2  

| a b |        19 4 2 2 3 19 192
( )  

  

  
  

چون(  90غ ق ق (  



 هندسه تحليلي و جبر خطي  18   

a .b  0

  

|)ب a b |  
|    :حل a b | | a | | b | | a || b | cos    2 2 2 2  

| a b |        19 4 2 2 3 7 72
( )  

a))ج b).(a b)   
a)    :حل b).(a b) | a | | b |      2 2 9 4 5  
|)د a b |2 3  
|    :حل a b | | a | | b | | a || b | cos    2 2 22 3 4 9 12  

| a b |         136 36 12 2 3 36 2 3 62
( )  

a) ه b| e e | 2  
a    :حل b a b a b| e e | | e | | e | | e || e | cos    2 2 22 4 4  

a b| e e |         11 4 4 1 1 7 2 72  

 ·Ã²0b  ¾ ¯Â?`0\a? ²\  
گر  گاه هميشـه باشد، آن ها ی بين آن دو بردار باشند و زاويه bو aا

]ی ای است در بازه زاويه , ]0آيد:  دست می به زيری  ، كه از رابطه  

a .bcos
| a || b |

   
 č®\³? \³¬︻ vam  شـرط لازم و كـافی بـرای عمـود بـودن دو بـردار

  آن است كه: bو a غيرصفر

  
a ی از رابطهتوجه!  .b | a || b | cos  

ی دو  توان فهميـد كـه بـا افـزايش زاويـه می
بـه  .يابد ضرب داخلی مرتباً كاهش می ،بردار

  نمودار زير كمی خيره شويد!!!

گـر دو بـردار  :8 تمرین aا ( ,m , ) 2 bو 1 ( , , ) 1 1 بـر هـم  1
aبردار بين دو ی كسينوس زاويه ،عمود باشند b وbاست؟ قدر چه  

    :حل
a .b m m      2 1 0 1  

a ( , , ) x a b ( , , )
b ( , , ) b ( , , )
        

    

2 1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1  

x.bcos | x || b |
       


1 2 2 3 3
39 3 3 3

  

 `0\a? «Ç1﹇ aÃ³pG a `0\a? a?b  
گر  ،باشـد bبر بـردار aقائم بردار تصوير aا
 مقابلبه شكل  bهميشه مضربی از a گاه آن

  است: 
a .ba b
| b |

 2
( )  

  

·Ã²0b ¾a ²a 
گر زاويه  هماننيز aو aبين ی زاويه ،حاده باشد و برابر bو aبين ی ا

 گر ،است برابرaو aبين ی منفرجه باشد، زاويهولی ا   .است  
  های زير نگاه كنيد. به شكل 
  

  
  

 همواره حاده است.aو aی زاويه ،طور كه متوجه شديد همان تذکر:

 ·°Ãa﹇ `0\a? ¾a `0\a? ·? E>h±b  
گر باشـد  bنسبت بـه بـردار aی بردار قرينه aا
صورت برای پيـدا  ، در اينbبر بردار aتصوير aو

  را پيدا كرد و سپس: aابتدا بايد aكردن

a a a  2  

·Ã²0b ¾a²a    

گر زاويه  كه 2برابر است با aو aی بين زاويه ،حاده باشد bو aی ا
گر زاويه bوaی بين زاويه  360را از 2منفرجه باشد bوaی است. اما ا

  كنيم.  كم می

  
  

  

تر است. اصلاً آقا  كم 180ين هر دو برداری همواره ازی ب زاويه توجه:
  .نداريم بردار توی 180ی بالای زاويه

گر  :9 تمرین aا ( , , ) 1 3 4،b ( , , ) 3 4 cو 2 ( , , ) 1 1 4 
bبر امتداد aمسه بردار باشند، تصوير قائ c كدام است؟  

١(( , , )5 2 3 6    ٢(( , , )5 2 3 67 

٣(( , , )7 2 3 6   ٤(( , , )1 2 3 67  
a  )۲گزينه ( :حل ( , , ) a .xa x

x b c ( , , ) | x |

        2
1 3 4

2 3 6
( )  

x)٢ی ( گزينه x x    
 

2 9 24 35 5
4 9 36 49 7
( )  

  

aی بردار قرينه :10 تمرین j k  bنسبت به راستای 3 i k  
  كدام است؟

١(i k  3  ٢(i j 3  ٣(i j k 2   ٤(i j3  
  )۲ه (گزين :حل

  a .ba b b (i k)
| b |

     
2

0 0 3 3
1 1 2

( )( )  

a a a (i k) ( j k) i j           2 3 3 3  
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