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  مبانی مثلثاتمبانی مثلثات
 
 

 الزاویه  قائم تعریف توابع مثلثاتی به وسیله اجزای مثلث
 
 
 

TSكه به صـورت  (T به Sاز  f) يا نگاشت(يك تابع . دو مجموعه باشند Tو  Sفرض كنيد    →:f 
)( S از    sبه هر عضو    ) شود  نوشته مي  Ss∈ ًعضو     يك   دقيقا t    ازT )( Tt∈ دهـد      نسبت مي    را) 

tsf به صورت     و SSبـراي   .  اسـت  s تصـوير    t؛  )شود  نوشته مي )(= ⊆′  ،( )f S Sتصـوير  (′ را ) ′
Ssمجموعه تصاوير  )و   f دامنه Sمجموعه . گيريم مي  f تحت ∋′ )f S برد fشوند  ناميده مي . 
  زاويـه، تعريـف      انـدازه  ، توابع مثلثاتي را به منظور توصـيف         90° و   °0بين  ) تتا (θبراي زاويه   

 OA روي  را  P نقطـه  .)1-1شـكل  (بسـازند    را θ زاويـه  OB و OAنيد خطوط   فرض ك . كنيم  مي
، كسـينوس   (sin) سـينوس     توابـع  .  باشـد  OB روي   P پـاي عمـود از       Qفرض كنيد   . انتخاب كنيد 

(cos)   تانژانت ،(tan)   كتانژانت ،(cot)   كسكانت ،(csc)     و سـكانت (sec)   صـورت زيـر تعريـف       بـه را
 : استPQ طول پاره خط PQكنيم كه منظور از  مي
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OP
PQ

=θsin    ,  
PQ
OP

=θcsc  

OP
OQ

=θcos    ,   
OQ
OP

=θsec  

OQ
PQ

=θtan    ,   
PQ
OQ

=θcot  

 
 بسـتگي   θاند يعني فقـط بـه انـدازه           وابع به خوبي تعريف شده    در ابتدا لازم است نشان دهيم اين ت       

 پاي عمود از    1Q بوده و    OA نقطه ديگري روي     1Pفرض كنيد   .  وابسته نيستند  Pدارند و به انتخاب     
1P   روي OB الزاويـه     قائم هاي    ثلث م  واضح است كه  .  باشدOPQ   11 وQOP        متشـابه هسـتند و لـذا 

مانند   هاي متناظر     نسبت
1
11

OP

QP   و 
OP

PQ    همگي مساوي هستند، بنابراين همه توابـع مثلثـاتي تعـاريف 
 .سازگاري دارند

 

O B

A

P

Q

P1

Q1
 

 1-1شكل 
 

 و  θcsc  ،θsec به ترتيـب معكـوس       tanθ و   sinθ  ،cosθتوان ديد كه      از تعاريف فوق مي   
θcot بنابراين براي اكثر مقاصد كافي است       .  هستندθsin  ،θcos   و θtan      را مورد بررسي قـرار 

 :توان ديد كه همچنين مي. دهيم

θ
θ
θ tan

cos
sin

=   ,   θ
θ
θ cot

sin
cos

= 

 و c و a ، b را بـه ترتيـب بـا    AB و BC ، CA ، طـول اضـلاع     ABCبه طور قراردادي، در مثلث      
 .دهيم  نشان مي∠C و ∠A∠ ،B را به ترتيب با BCAو  CAB ، ABCزواياي 
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3
∠=° با ABCالزاويه  حال مثلث قائم 90C  2-1شكل (را در نظر بگيريد(. 

 

a

c b

B C

A

 
 2-1شكل 

 
 : داشتخواهيم. نويسيم مي Asin را به صورت A∠sinر براي اختصا

b
aA =tan,       

c
bA =cos   ,    

c
aA =sin 

a
bB =tan   ,    

c
aB =cos   ,    

c
bB =sin 

 و
Aba tan=   ,    Bca cos=   ,    Aca sin= 
Bab tan=   ,    Acb cos=   ,    Bcb sin= 
Bbc csc=   ,    Bac sec=   ,   Aac csc= 

     Abc sec=   , 
 

°>>°اي باشـند كـه        يـه  دو زاو  B و   Aتوان ديد كه اگر       سادگي مي  به 900 BA,   و °=+ 90BA 
BA آنگاه خـواهيم داشـت     cossin =  ،BA sincos =  ،BA cottan BA و   = tancot در . =

222  داريمABCالزاويه  مثلث قائم cba  : در نتيجه+=

12

2

2

2
22 =+=+

c
b

c
aAA )(cos)(sin 

sin)(2نوشتن   A      2 بـه صـورتAsin            بـراي اختصـار    ). چـرا؟ ( ممكـن اسـت موجـب اشـتباه شـود
2)(sin A را به صورت A2sinنشان داديم كه براي . نويسيم  مي°<<° 900 A ، 

sin cos2 2 1A A+ = 
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 : خواهيم داشتA2sinبا تقسيم طرفين رابطه فوق بر 

122 =− AA cotcsc    يا    cot csc2 21 A A+ = 
 :به طور مشابه داريم

122 =− AA tansec    يا    AA 22 1 sectan =+ 
 .كنيم حال چند زاويه خاص را بررسي مي

∠=∠=° كنيـد     فرض  ABC  در مثلث  45BA لـذا    و   BCAC   ). چـپ  3-1شـكل   (  =
2222بنــابراين  2abac 2  و  =+=

2
2

1
===

c
aAsinsin ــه .°45=   :داريــم  ترتيــب   همــين  ب

2
2=°45cos 14545 و =°=° tancot. 

 

A
C

B

D
               

A C

B

 
 3-1شكل 

 
∠=° فرض كنيد    ABCدر مثلث    60A   و °=∠ 30B)   قرينه  ).  راست 3-1شكلA    نسبت بـه 

∠=°   تقارن   از  .ناميم  مي  D   را BCخط   60D  مثلث   و  بوده   ABD   اسـت   الاضلاع  متساوي .  
ABADبنابراين    و   =

2
AD=AC . چون  ABC ،  222 است    الزاويه   قائم BCACAB +=.  

بنـــابراين داريـــم 
4

23
4

2 ABAB
=−=

22 ABBC   3   يـــا
2
AB=BC. ترتيـــب   ايـــن    بـــه  

2
3=°=° 3060 cossin       ، 

2
1=°=° 6030 cossin       ، 

3
3=°=° 6030 cottan    و 

33060 =°=° cottan. 
 

 ارائـه     تمـرين    يـك  بيشتر آشنا شود   الزاويه  قائم مثلث   مثلثاتي در     خواننده با توابع     اينكهبراي  
∠=°) 4-1شــكل  (ABCدر مثلــث . كنــيم مــي 90BCA و D پــاي عمــود از C روي AB  اســت . 
xAB  كه  دانيم مي  .ن كنيد بياx,θ را بر حسب 4-1ها در شكل  طول پاره خط. θ=∠A و =
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C B

A
D

 
 4-1شكل 

 
 
 

 توابع مثلثاتیخواصی از 
 

βαشرط   با  ) بتا (βو  ) آلفا (αبراي دو زاويه     +>° و   °0>, 90βα     تـوان     به سـادگي مـي
ــع    ــه تواب ــد ك ــاتي  دي ــانون  مثلث ــي   ق ــع جمع ــرآورد را توزي ــي ه ب ــد  نم ــي  كن ــط  يعن   رواب

βαβα sinsin)sin( βαβα و   +=+ coscos)cos(   مثال براي   . نيستند  صحيح    +=+
==°  قـــــرار دادن بـــــا  30βα   1داريـــــم

2=°=+ 60cos)cos( βα  كـــــه بـــــا 
3302 =°=+ coscoscos βα  يم  طبيعي است كه از خود بپرس ـ     .  برابر نيستαsin  ،βsin 
)sin(و  βα  .اي با يكديگر دارند  چه رابطه+

ــد،  را در نظــر5-1شــكل  ــائم  مثلــث يــك  DEFفــرض كنيــد   بگيري ــه  ق ــوده الزاوي  كــه   ب
°=∠ 90DEF ،β=∠FDE 1 و=DF  و در مســتطيلABCD  ايــن كــار را ( باشــد  محــاط

 D كه از     كنيم  مي رسم    چنان   DEF را خارج مثلث     1lخط  . توان به روش زير انجام داد       هميشه مي 
 و گـذران از     1lعمود بـر      را   2lخط  . باشد α با     حاده برابر    يك زاويه  DE و   1lگذشته و زاويه بين     

D كنيم  رسم مي .A پاي عمود از E 1 برlپاي عمود از .  استF 2 رويl نيز نقطه Cنقطـه  .  استB 
 .)خواهد بود CF و AEمحل تقاطع خطوط 

 داريـم   DEF مثلـث      در  .كنيم   مي    محاسبه    را   مستطيل  اين   ل   داخ   هاي  خط   پاره   طول
DE= cos .cosDFβ β= ββ و = sinsin. == DFEFمثلــــــــث   و در    ADE،  

.cosAD DE α= cos cosα β βααو  = cossinsin. == DEAE.  ــه ــا كــ  از آنجــ
°=∠ 90DEF ــه AED در نتيجـــ ADE= ∠ +∠AED BEF∠ +∠ = ــابراين   و°90 بنـــ
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α=∠=∠ ADEBEF) هـاي     توان مشاهده كرد كه مثلث      ميADE   و BEF       بـا يكـديگر متشـابه 

 داريم  BEF  مثلث در .) هستند

βαα sincoscos. == EFBE   و βαα sinsinsin. == EFBF 
AD||از  BC، DFC ADF∠ = ∠ = +α β . الزاويــــه  در مثلــــث قــــائمCDFداريــــم  
)sin()sin(. βαβα +=+= DFCDو )cos()cos(. βαβα +=+= DFCF. 

 

α

α

β
α+β

C

F

D

A BE

 
 5-1شكل 

 
 گيريم كه نتيجه مياز مباحث فوق 

)cos(sinsincoscos βαβαβα ++=+=== FCBFBCAD 
 و به موجب آن

βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+ 
 به طور مشابه داريم

βαβαβα sincoscossin)sin( +=+===+ EBAEABCD 
 يعني

sin( ) sin cos cos sinα β α β α β+ = + 
 آيد كه  بدست ميتانژانتاز تعريف تابع 

sin( ) sin cos cos sintan( ) cos( ) cos cos sin sin
α β α β α βα β
α β α β α β
+ +

+ = =
+ − 
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sin sin

tan tancos cos
sin sin tan tan
cos cos

α β
α βα β

α β α β
α β

+ +
= =

−
−

11
 

 براي توابع سينوس، كسينوس و تانژانت براي زواياي محدود در يـك             فرمولهاي جمع به اين ترتيب    
توان فرمولهاي جمع را براي تابع كتانژانت نيز بدست آورد كه ما  بازه بدست آمدند به روش مشابه مي

 .گذاريم آن را به عنوان تمرين باقي مي
βαبا قرار دادن   .آوريم  را بدست مي زواياي دو برابرهايفرمول در فرمول جمع، =

tantan
tan2

22
1

αα
α

=
−

     ,    cos cos sin2 22α α α= −    ,    sin sin cos2 2α α α= 

)sin(كه براي اختصار     α2     را به صورت α2sin  بـا قـرار دادن      . ايـم    نوشـتهαβ  در فرمولهـاي    =2
  كنـيم كـه   مـي  پيشـنهاد   خوانندگان   به  . را بدست آورد  فرمولهاي زواياي سه برابر     توان    جمع مي 

 ايـن   در انتهاي  و قضايا تعاريف   متنوع فرمولهاي زواياي دو برابر و سه برابر كه در فهرست             لهاي  شك
 .ليست شده است را خود بدست آورند كتاب 
 
 
 

 شما یک زاویه قائمه دارید
 

θ
θ

C

BA

DE
 

 6-1شكل 
 

 كـار   الزاويـه   هاي قائم   با توجه به تعريف توابع مثلثاتي مناسبتر است كه با توابع مثلثاتي در مثلث             
 .آوريم در اينجا سه مثال مي. كنيم
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 يك نوار مستطيل شكل طولاني كاغذ را نشان مي دهد كه يك گوشـه آن در                 6-1 شكل   :۱-۱مثال  

 را سـاخته اسـت      θ چنان تا شده است كـه روي لبـه مقابـل قـرار گرفتـه و زاويـه                    ACامتداد خط   
)CAB∠    اگر عرض نوار    ). 6-1 در شكلw          اينچ باشد طـول پـاره خـط AC       را بـر حسـب w   وθ 

 بـا واقعيـت جـور در مـي          6-1 است لذا شكل     45° و   0° بين   θفرض مي كنيم كه     . (بدست آوريد 
 ) آيد

 . مي كنيمحال دو راه حل براي آن ارائه
 

θsinACBC  داريـم     ABCدر مثلث قائم الزاويه      :پاسخ اول   AECدر مثلـث قـائم الزاويـه        . =
θsinACCEداريم   چـون  .)  همنهشـت هسـتند  AEC و ABCبعد از تا كردن، مثلـث هـاي     (=

θ−°=∠=∠ 90ECABCA 180 در نتيجه 2BCE∠ = °− θ و θ2=∠DCE)  7-1شكل.( 
 

2θ

θ

2θ

θ

F

C

BA

DE
 

 7-1شكل 
 

CDE ،θ2cosCECDدر مثلث قائم الزاويه   با كنار هم قرار دادن نتايج فوق داريم. =

sin sin cos2w BD BC CD AC AC= = + = +θ θ θ 
 و از آنجا

sin ( cos )1 2
wAC =
+θ θ

 

،  AEFه در مثلــث قــائم الزاويــ.  روي ضــلع مقابــل مــي گيــريمA را پــاي عمــود از F :پاســخ دوم
θ2=∠AEF و AF w= بنــابراين θ2sinAEAF sin2 و يــا =

wAE = θ . در مثلــث قــائم
∠=∠=AEC  ،θالزاويه  CABCAE و θcosACAE  بنابراين. =
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cos sin cos2
AE wAC = =

θ θ θ
 

 :دو جواب داريمبا در نظر گرفتن اين 

sin ( cos ) sin cos1 2 2
w wAC = =
+θ θ θ θ

 

θθθθ يا cossin)cos(sin 221 خوانندگان علاقمند مي توانند از فرمولهايي كه قبلا بدسـت           +=
 .آورديم براي اثبات تساوي فوق استفاده كنند

 
AB) 8-1شكل   (ABCD در ذوزنقه    :۲-۱مثال   CD&  ،4AB CD  و = فـرض كنيـد    . 10=

.  بسـازد  45° زاويه   Q در نقطه    DA و   BC قائمه باشد و تقاطع خطوط       BD و   ACزاويه بين خطوط    
]ABCD[ مساحت ذوزنقه ،ABCDرا حساب كنيد . 
 

P

D C

Q

BA

 
 8-1شكل 

 
ABچون  .  مي ناميم  P را   BD و   AC تقاطع   :پاسخ CD&    است مثلثهاي ABP   و CDP    با نسـبت 

AB
CD = 2

APقـرار مـي دهـيم       . شابه هستند ت م 5 x= BP و   2 y= CPبنـابراين   . 2 x=  و  5
DP y= ∠APBچون  . 5 = °90  ،[ ] .1

2
49

2
xyABCD AC BD= براي اثبات اين مطلب  . (=

)محاسبات زير را بررسي كنيد
 

[ ] [ ] [ ] . . .ABCD ABD CBD AP BD CP BD AC BD= + = + =
1 1 1
2 2 2 
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ADPαقرار دهيد  = BCPβ و ∠ =  : داريمBCP و ADPدر مثلث قائم الزاويه . ∠

tan
BP y
CP x

β = =
2
tan و 5

AP x
DP y

α = =
2
5 

CPDاز  CQD QCP QDP∠ =∠ +∠ ــه   ∠+ ــريم كــــــ ــي گيــــــ ــه مــــــ  نتيجــــــ
QCP QDPα β+ = ∠ +∠ =  :از فرمول هاي جمع خواهيم داشت و °45

tan tan ( )tan tan( )
tan tan

x y
x yy x

x y xy
y x

α βα β
α β

+
+ +

= ° = + = = =
− −

2 2
2 2

105 51 45 2 21 211 5 5

 

 و از آنجا

( )x yxy +
=

2 210
21 

2 داريم   ABPدر مثلث    2 2AB AP BP= ) يا   + )x y= +2 216 xبنـابراين   . 4 y+ =2 2  و  4
40
21xy  در نتيجه. =

[ ] xyABCD = = ⋅ =
49 49 40 140

2 2 21 3 

 
ABC ،AB در مثلـث  ] 2004AMC12[ :۳-۱مثال  AC=)   نقـاط  ). 9-1شـكلD و E روي 
BD چنــان قــرار دارنــد كــه BCضــلع  DC= و BE CE> . فــرض كنيــدtan EAC∠ ،

tan EAD∠   و tan EAB∠         تشكيل يك تصاعد هندسي دهنـد و cot DAE∠  ،cot CAE∠ 
cotو   DAB∠      اگـر   .  يك تصاعد حسـابي باشـندAE  را  ،]ABC   ، ]ABC مسـاحت مثلـث      10=

 .حساب كنيد
 

قـرار دهيـد   .  را مورد بررسـي قـرار مـي دهـيم    ADE و ABD ،ACD مثلث هاي قائم الزاويه    :پاسخ
EADα = BAD و ∠ DACβ = ∠ EACپـــــس . ∠= α β∠ = EAB و − α β∠ = + .
tanچون  EAC∠ ،tan EAD∠ و tan EAB∠يك تصاعد هندسي هستند لذا : 

tan tan tan tan tan( ) tan( )EAD EAC EABα α β α β= ∠ = ∠ ∠ = − +2 2 
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 از فرمول جمع خواهيم داشت

tan tan tan tan tan tantan
tan tan tan tan tan tan
α β α β α βα
α β α β α β
+ − −

= ⋅ =
− + −

2 2
2

2 21 1 1 

 يا

tan tan tan tan tanα α β α β− = −2 4 2 2 2 

D EB

A

C
 

 9-1شكل 

 

tanبنابراين   tan tanα β β=4 2 tanα و لذا    2 α يا   1= = از اين حقيقت اسـتفاده كـرديم        (°45
tan و   tanαكه   β       هر دو مثبت هستند زيرا ,α β° < < °0  يك مثلـث قـائم      ADEبنابراين  ). 90

AEADالزاويــه متســاوي الســاقين اســت و  DE= = =2 5 ، ACDدر مثلــث قــائم الزاويــه . 2
tanDC AD β=و لذا  

[ ] tan tanABC AD CD AD β β= ⋅ = =2 50 
cotچون   cotDAE∠ = ° =45 1 ،cot CAE∠ و cot DAB∠  يك تصاعد حسابي هسـتند 
 در نتيجه

cot( ) cot cot cot cotCAE DAE DABβ β° − = ∠ = ∠ + ∠ = +2 45 2 1 
ــرار دادن  ــا ق βب δ° − ــم 45= ــوق داري ــه ف cot در معادل cotδ β= +2 ــه اينكــه  . 1 ــا توجــه ب ب

,β δ° < < °0   با اعمال فرمول جمع خواهيم داشت45
cot cotcot cot( )
cot cot

β δβ δ
β δ

−
= ° = + =

+
11 45 
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cot يا cot cot cotβ δ β δ+ =  با حل دستگاه معادلات. 1−

cot cot
cot (cot ) cot

δ β
δ β β

= +⎧
⎨ − = +⎩

2 1
1 cot    يا    1 cot

cot cot cot cot
δ β
β δ β δ

= +⎧
⎨ + = −⎩

2 1
1 

cotبراي  β بدست مي آيد كه (cot )(cot ) (cot )β β β+ − = +1 1 2   و در نتيجه1

cot cotβ β− − =2 2 3 0 
ــورت      ــه صـ ــه بـ ــن معادلـ ــه ايـ ــا تجزيـ cot)بـ )(cot )β β− + =3 1 0  ،cot β = ــوده و 3  بـ

[ ] tan 50
350ABC = =β. 

 كه به زودي بدست خواهنـد آمـد،   فرمولهاي تفريقالبته راه حل فوق را مي توان با استفاده از        
 .ساده تر كرد

 
 

 دایره واحدتوابع مثلثاتی و 
 

ω      در نظر بگيريد كه مركز آن در نقطه        ) 1دايره به شعاع    (را بيانگر دايره واحد( , )O =  قـرار  00
اي بگيريد كه بين خـط       را برابر زاويه حاده    θدر ربع اول باشد و     ωاي روي    نقطه Aفرض كنيد   . دارد
OA    و محور x  ض كنيد   فر). 10-1شكل  (گيرد   شكل ميA1    پاي عمود از A روي محور x در .  باشـد

ــه   ــائم الزاويـــ ــث قـــ AAمثلـــ O1 ،OA =1 ،sinAA θ=1 و cosOA θ=1 ــابراين  بنـــ
(cos ,sin )A θ θ=. 

θ
θ x

A1
x

O O

A
y y

A

 
 10-1 شكل
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، كه از مركز    lاي است كه بين خط      زاويه) زاويه قطبي يا   (زاويه استاندارد فحه مختصات   در ص 

 ـxها شكل مي گيرد بطوريكه بخش مثبت محور xمي گذرد، و بخش مثبت محور    دوران دها مي توان
زاويه استاندارد به طرق مختلفي ممكن اسـت تعريـف شـود،زيرا راه هـاي                . منطبق شود  lيافته، تا بر    

 زاويـه اسـتاندارد     يعنـي .  منطبـق شـود    lها با دوران بـر      xني وجود دارد تا بخش مثبت محور        گوناگو
xθ = x با زاويه استاندارد     °1 kθ = ° + °2 براي مثال  .  معادل است  k براي تمام مقادير صحيح      360

ــتاندارد   ــه اســـــ ــه  180°زاويـــــ ــا همـــــ ــادل بـــــ ــتاندارد    معـــــ ــاي اســـــ  زوايـــــ
, , , , , ,900 540 180 540 900− ° − ° − ° + ° + °… اي  يك زاويه استاندارد، زاويـه     ه اين ترتيب  ب.  است …

 خلاف جهت حركت عقربه هاي ساعت       xطبق قرارداد يك زاويه مثبت، دوران محور        . جهت دار است  
 عقربه  در جهت حركتx بيانگر چرخش محور ،دهد در حاليكه يك زاويه استاندارد منفي را نشان مي  

 .هاي ساعت است
اي كه بين دو خط در صفحه تشـكيل          را براي زاويه   اصليما همچنين مي توانيم زاويه استاندارد       

شده است برابر كوچكترين مقدار زاويه اي كه لازم است تا يك خط با دوران در خلاف جهت عقربـه                    
 هميشـه بزرگتـر يـا       توجه كنيد كـه ايـن زاويـه       . هاي ساعت بر خط ديگر منطبق شود تعريف كنيم        

 . است180° و كوچكتر يا مساوي 0°مساوي 
 

θθ

β

α

D

E

C2

C1

xxO O

B

A

y

A

y

 
 11-1شكل 

 
rرا بـا فاصـله   ) نسبت به مركـز  (A در صفحه، مي توان موقعيت       Aبراي نقطه    OA=  و زاويـه 

مختصـات  اين مختصـات،    . ها ايجاد مي شود، تشريح كرد     x و محور    OA خط    كه بين  θاستاندارد  
) و به شكل   شده ناميده   قطبي , )A r θ=توجه كنيـد كـه مختصـات قطبـي يـك      (شود  نوشته مي

 ).نقطه منحصر به فرد نيست
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 را به عنوان مختصات نقطه روي دايـره  cosθ و sinθ، مقادير θدر حالت كلي براي هر زاويه  

) يك نقطه يكتاي     θبراي هر   . واحد تعريف مي كنيم    , )A x y= D D)   روي ) در مختصات مستطيلي
)وجود دارد بطوريكه     ωدايره واحد    , )A θ= cosتعريف مي كنيم    ).  مختصات قطبي  در (1 xθ = D 

sinو  yθ = D يعني (cos ,sin )A θ θ= اگر و فقط اگر ( , )A θ=  . در مختصات قطبي1
ــحيح         ــداد ص ــه اع ــراي هم ــه ب ــت ك ــح اس ــينوس واض ــينوس و كس ــع س ــف تواب ، kاز تعري

sin( ) sinkθ θ+ ° )cos و   360= ) coskθ θ+ °  يعني آنها توابع متناوب بـا دوره تنـاوب          360=
)براي  .  هستند °360 )2 1 90k≠ + × °θ  ،tanθ    به صورت sin

cos
θ
θ    و براي kθ ≠ × °180  ،cotθ 

cosبه صورت   
sin

θ
θ   به سادگي مي توان ديد كه   .  تعريف مي شودtanθ   بـا   برابر شيب خطي اسـت كـه

 . را مي سازدθزاويه استاندارد ها xمحور 
cos)فرض كنيد    ,sin )A θ θ= .B  اي روي   ه را نقطω   س مقابل قطري باشـد كـه       أبگيريد كه ر

)بنابراين  .  مي گذرد  Aاز   , ) ( , )B θ θ= − ° = + °1 180 1  نسـبت بـه مركـز قرينـه     B و   A چون   .180
)هستند  cos , sin )B θ θ= −   لذا−

cos( ) cosθ θ± = −180    ,     sin( ) sinθ θ± ° = −180 
بطـور  . هستند 180°، توابعي با دوره تناوب      cotθ و   tanθو تابع   به سادگي مي توان ديد كه هر د       

 در C1به نقطه ( در خلاف جهت عقربه هاي ساعت  90° حول مبدا به اندازه      Aمشابه با دوران نقطه     
و ) Dبـه نقطـه      (xقرينه نسبت به محـور      ). C2به نقطه   (، در جهت عقربه هاي ساعت       )11-1شكل  

 توان نشان داد كهمي) Eبه نقطه  (yقرينه نسبت به محور 
 

، 
، 
، 

cos( ) sin
cos( ) sin

cos( ) cos
cos( ) cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

+ = −
− ° =
− =

° − = −

90
90

180، 

sin( ) cos
sin( ) cos

sin( ) sin
sin( ) sin

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

+ ° =
− ° = −
− = −

° − =

90
90

180
 

y نسبت به خط     Aا قرينه   علاوه بر آن ب    x=      و يا با استفاده از فرمول هاي دوم و سوم بالا مي توان 
)sinنشان داد كه     ) cosθ θ° − )cos و   90= ) sinθ θ° − اين مطلب دليـل ايـن نامگـذاري        . 90=

°θ و   θياي   سينوس است، چون زوا    1 متمم "كسينوس" : است "كسينوس"براي تابع     مـتمم   90−
 .تمام اين خواص مهم و جذاب مثلثاتي بر مبناي خواص هندسي دايره واحد مي باشد. هم هستند

                                                 
1 complement 
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α, بـا شـرايط      β و   αهـاي جمـع و تفريـق را بـراي زوايـاي             يشتر فرمـول  پ β° < < °0  و  90

α β+ < توان اين فرمـول هـا را بـه         با توجه به تعريف جامع توابع مثلثاتي مي       .  بدست آورديم  °90
α, دو زاويـه بـا شـرط    β و αبـراي مثـال بـا فـرض اينكـه      . همه زوايا تعميم داد  β≤ < °0  و 90

α β+ > α باشند قرار مي دهيم      °90 β+ > β و   °90 β′ = ° β و   ′αسـپس   . 90−  زوايـايي   ′
كـه قـبلا بدسـت آورديـم     با فرمول جمـع  .  است90°شان كمتر از  هستند كه جمع90° و 0°بين  

 خواهيم داشت
[ ]cos( ) cos ( ) cos( )

cos cos sin sin
cos( )cos( ) sin( )sin( )
sin sin cos cos

cos cos sin sin

180

90 90 90 90

′ ′ ′ ′+ = ° − + = − +

′ ′ ′ ′= − +
′ ′ ′ ′= − ° − ° − + ° − ° −

= − +
= −

α β α β α β

α β α β
α β α β

α β α β
α β α β

 

α, بـا شـرط      β و   αبنابراين فرمول جمع بـراي تـابع كسـينوس بـراي زوايـاي               β° ≤ < °0  و  90
α β+ > بطور مشابه مي توان نشان داد كه همه فرمول هاي جمـع كـه قـبلا               .  نيز برقرار است   °90

  را به يقفرمولهاي تفرتوان علاوه بر آن مي . برقرار استβ و αبدست آمدند براي همه زواياي 
 صورت زير اثبات كرد

sin( ) sin cos cos sin
cos( ) cos cos sin sin

tan tantan( )
tan tan

α β α β α β
α β α β α β

α βα β
α β

− = −
− = +

−
− =

+1

 

 و فرمولهاي زواياي دو برابر   شكلهاي مختلـف    .  مي ناميم  فرمولهاي جمع و تفريق   اين فرمولها را    
فرمولهاي دو برابـر منجـر بـه شـكلهاي          .  حالات خاصي از فرمولهاي جمع و تفريق هستند        سه برابر 

 را از فرمولهـاي  فرمولهاي ضرب به جمعتوان همچنين مي. ودش ميفرمولهاي نصف زاويه متنوع  
 از فرمولهـاي    β و   αبـراي زوايـاي     . جمع و تفريق بدست آورد كه ما آن را به خواننده مي سپاريم            

 :جمع و تفريق داريم

sin sin sin( ) sin( )

sin cos cos sin

sin cos cos sin

α β α β α β α βα β

α β α β α β α β

α β α β α β α β

+ − + −
+ = + + −

+ − + −
= +

+ − + −
+ −

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
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sin cosα β α β+ −
= 2 2 2 

بطور مشابه مي توان شكلهاي مختلف فرمولهـاي جمـع          .  است فرمولهاي جمع به ضرب   كه يكي از    
 .در را بدست آوتفريق به ضرببه ضرب و 

 
 . اعداد حقيقي نامنفي باشندb و a فرض كنيد :۴-۱مثال 
sin وجـود دارد بطوريكـه       xثابت كنيد عـدد حقيقـي       ) آ( cos+ =x a x b   فقـط اگـر      اگـر و

− + ≥2 2 1 0a b. 
sinاگر ) ب( cos+ =x a x b باشد عبارت sin cos−a x x را بر حسب a و bبيان كنيد . 

 
 .نتيجه كلي تري را اثبات مي كنيم) آ( براي قسمت :پاسخ
m اعداد حقيقي باشند كه l و m ، nفرض كنيد ) آ( n+ ≠2 2  xقيقي  حثابت مي كنيم عدد. 0

 وجود دارد كه
sin cosm x n x l+ =                                    (*) 

mاگر و فقط اگر  n l+ ≥2 2 2. 
 را مي توان به شكل زير نوشت (*) معادله

 
 

)نقطــه  ),m n
m n m n+ +2 2 2  بــا شــرط  αعــدد حقيقــي يكتــاي .  روي دايــره واحــد قــرار دارد2

α π≤ ≤0   وجود دارد كه2

sin n

m n
α =

+2 2
cos    و     m

m n
α =

+2 2
 

 با توجه به فرمولهاي جمع و تفريق داريم

( )sin cos sin sin cos lx x x
m n

α α α+ = + =
+2 2

 

sin cosm n lx x
m n m n m n

+ =
+ + +2 2 2 2 2 2
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l اگر    قابل حل است اگر و فقط      xكه براي   

m n+
− ≤ ≤2 21  يا به عبارت ديگر اگر و فقـط اگـر           1

l m n≤ +2 2 mبا قرار دادن .  باشد2 =1 ،n a= و l b=نتيجه دلخواه بدست مي آيد . 
 

 از روابط) ب(

( )( )
( )
( )
( ) ( )

sin cos

sin sin cos cos

sin sin cos cos

sin cos sin cos

a x x a

x a x x a x

a x a x x x

x a x a x x

+ = + +

= + +

+ − +

= + + −

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

1 1

2

2
 

sinنتيجه مي گيريم كه  cosa x x a b− = − +2 2 1. 
 
 
 
 

 منحنی توابع مثلثاتی
 
 

sinyنمـودار   .  را، درجه قرار مي دهيم     xواحد اعداد روي محور      x=   12-1 چنانچـه در شـكل 
هـر دو   منحنـي در    . اين فقط قسـمتي از منحنـي اسـت        . (نشان داده شده است مانند يك موج است       

)بـراي مثـال نقطـه       ) هـا تـا بـي نهايـت ادامـه دارد          xجهت در طـول محـور        ).A x=  بـا نقطـه      °1
( ),sinA x x=1    روي منحني siny x=اگر دو نقطه .  متناظر استB1 و C1محور  در جهت x 

  هر دوي آنها يكسان اسـت و هـر دو بـا نقطـه                y از يكديگر فاصله داشته باشند آنگاه مقدار         °360،  
B C=ايـــن موضـــوع بـــه دليـــل برقـــراري رابطـــه  . ( روي دايـــره واحـــد متنـــاظر هســـتند

( )sin sinx x+ ° xآن منحني نسبت به خـط       علاوه بر   ).  مي باشد  360= =  متقـارن اسـت     °90
)ايـــن موضـــوع بـــه دليـــل برقـــراري رابطـــه ( ) ( )sin sinx x° − = ° +90 رابطـــه  ) اســـت 90

( )sin sinx x− ° = − sinyدهد كـه منحنـي       نشان مي  ° x=          و  بـوده  نسـبت بـه مبـدا متقـارن 
 .تسينوس يك تابع فرد اس


