
 بسم الله الرحمن الرحيم
 

درخت المپياد رياضي و كامپيوتربرگي از   

 آناليز تركيبي

 
 

 مولف
 عباس ثروتي

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

آناليز تركيبي: عنوان   

گروه فني هيمه: حروفچين   

جاهسعيده ترقي : طراح جلد   

  2500: تيراژ 

1392پاييز : چاپ اول   

978-600-5695-45-8:شابك   



 فهرست مطالب

 1فصل  

 اصول شمارش 1

 اصل جمع 3

 اصل ضرب 3

 ) تفريق اصل( اصل متمم  4

 مسايل تشريحي 6

 مسايل تستي 17

 پاسخ مسايل تشريحي 40

 پاسخ مسايل تستي 45

 2فصل  

 معرفي چند نماد 75

76  
77  

78  

 مسايل تشريحي 79

 پاسخ مسايل تشريحي 80

 3فصل  

 هاي خطي جايگشت 81

 قضيه 82

 مثال ها 83

 مسايل تشريحي 84

 پاسخ مسايل تشريحي 86



 4فصل  

 تبديل 87

 قضيه 88

 مثال ها 89

 مسايل تشريحي 90

 مسايل تستي 93

 پاسخ مسايل تشريحي 99

 پاسخ مسايت تستي 101

 6فصل  

 جايگشت هاي با تكرار 121

 قضيه 122

 مثال ها 123

 مسايل تشريحي 124

 مسايل تستي 126

 پاسخ مسايل تشريحي 128

 پاسخ مسايل تستي 129

 7فصل  

 تركيب 134

 قضيه 134

 مثال ها 136

 مسايل تشريحي 137

 مسايل تستي 146

 پاسخ مسايل تشريحي 157

 پاسخ مسايل تستي 162



 8فصل  

 مسئله مسير 179

 مثال ها 182

 مسايل تشريحي 183

 مسايل تستي 185

 پاسخ مسايل تشريحي 195

 پاسخ مسايل تستي 196

 9فصل  

 تعداد جواب هاي معادله خطي با ضرايب واحد 209

 قضيه 210

 مثال ها 212

 مسايل تشريحي 213

 مسايل تستي 215

 پاسخ مسايل تشريحي 217

 پاسخ مسايل تستي 219

 10فصل  

 بسط دو جمله اي 225

 قضيه  226

 مثال ها 228

 ل تشريحيمساي 229

 مسايل تستي 231

 پاسخ مسايل تشريحي 232

 پاسخ مسايل تستي 233

 11فصل  



�

VQ�tW pwY�



C����mQD �

Q�m l� s�Hv� ��yx�Q O�OaD VQ�tW ���� Q R� xN�W u�� hOy �k�w QO �CU� VQ�tW sra ���mQD R�r�v�
�yu� O�OaD w xOQm CU�r �Q Q�m s�Hv� ��Q� umtt ��yx�Q s�tD xm CU� u�� VwQ l� Q�m u�� ��Q� �CU�
�Q OQi �tkQ l� R��tDt OOa wO 	�NDv� ��yx�Q O�OaD s�y�wN�t O�vm ZQi p�Ft u�wva x� �s� QtW� �Q


CU� umtt ��y	�NDv� s�tD uOQm CU�r xr�Ut u�� pL ��Q� VwQ l� �s�����

f���g� f��
g� f���g� f�� �g� f�� 
g� f�� �g� f�� �gf
��g� f
� �g� f�� �g

VwQ xr�Ut pL ��Q� VwQ u�� ��� �tW Q�v x� �t� �CU� s�Hv� p��k VwQ �� x� Q�m u�� xm O�v���t
wO 	�NDv� ��yVwQ O�OaD uDi�� xr�Ut �xDU�wN OQi �tkQ l� OOa wO ��H x� Qo � �CU� ��U�vt
xm O�v�O� CU� �r�H� �s�vm CU�r �Q Cq�L s�tD s�DUv�wD�t �DL�Q x� sy R�� ��� �Ow� �tkQGvB OOa
umtt �s�W�� xDW�O Ckw sy �i�m �xR�Ov� x� Qo � �DL ��OQ�O OwHw VwQ �������
�� Q�m u�� ��Q�
K��w �s� Qw� CUOx� �DUQO�v MU�B w s� wW x��DW� Q�JO xOW CU�r Cq�L O�OaD VQ�tW s�ovy CU�
��yx�Q O�OaD VQ�tW �t hOy u��Q��v� �CU�v VQ�tW p��Ut pL ��Q� ��U�vt VwQ �VwQ u�� xm CU�

�CU�yCr�L s�tD uOQm CU�r x� R��v uwO� Q�m l� s�Hv�

p��Ut pL T�U� w x��B xm CU� ��x�rw� pwY� ��Q�O R�v VQ�tW ��Qo�O CQ�yt w sra Qy Ovv�t
pY� l� �OD�� QO xm CU� sRq pwY� u�� u��� R� p�k �Ov� wo�t �VQ�tW pwY�� �yu� x� xm CU� u�


s�vm u��� �Q �y�O� w ���OD��

�n �� CU� Q��Q� R��tDt ��W n u��t R� ��W l� 	�NDv� ��yx�Q O�OaD

x� �OQ�O OwHw hrDNt VwQ �� �xQiv �� Tqm l� ��Q� xOv��tv l� 	�NDv� ��Q� p�Ft u�wva x�
umtt CQwY l� x� �yvD u�Um� ��W OvJ u��t R� ��W l� 	�NDv� �Q� R �O�vm CkO ���W� uOw� R��tDt

�CU�

ZQi �s�vm�t �wQW p�Ft l� �� �Q Q�m u�� �s� R�OQB� VQ�tW pY� u�rw� u��� x� �D s��xO�t� uwvm �
OwHwt ����m ��Pe � w �DWQwN ��Pe � u�QwDUQ u�� �wvt QO �O� wQ�t u�QwDUQ l� x� s�W ��Q� O�vm
�OW���t ��� � � Q��Q� MU�B xm CU� K��w �O�vm 	�NDv� �Q OwN ��Pe O�v�wD�t VwQ OvJ x� �CU�
pkDUt Q�m wO u�� uwJ �����m ��Pe VwQ � x� w O�vm 	�NDv� �DWQwN ��Pe O�v�wD�t VwQ � x� �tW
�� �Q Q�m wO u�� s�Hv� ��yCr�L O�OaD u��Q��v� �O�yO s�Hv� O��� �Q �yu� R� �m� 	ki w OvDUy Qo�Om� R�
s�y�wN� w s�W�� xDW�O hrDNt Q�m wO Qo � �va� �s�t�v�t ��tH pY�� �Q pY� u�� �s�vm�t �tH sy
Qy s�Hv� ��yVwQ O�OaD �wtHt �� CU� Q��Q� Q�m u�� s�Hv� ��yVwQ O�OaD �s�yO s�Hv� �Q �yu� R� �m�

��yQ�m R� s�Om

�xOW xDio ��y�Pe Q� xwqa u�QwDUQ QO Qo � p�Ft u�wva x� �CU�v Q�m wO x� OwOLt 	ki pY� u��



� VQ�tW pwY� �� pYi

�Ow� Oy�wN � � � � � � � Q��Q� MU�B �OW�� xDW�O OwHw sy �RD�B �wv wO

�tH pY�

s�Hv� p��k VwQ an x� s�n Q�m w� � � �VwQ a� x� swO Q�m �VwQ a� x� pw� Q�m �s� Q�O R��tDt Q�m n

�� CU� Q��Q� �yQ�m u�� R� �m� s�Hv� ��yx�Q O�OaD CQwY u�� QO �CU�

a� � a� � � � � � an

OwHwt pkDUt Q�m OvJ R� �m� 	ki s�y�wN� xm s�vm�t xO�iDU� �v�tR �yvD �tH pY� R� �� xDmv

�s�W�� xOQm xO�iDU� �yQ�m s�Hv� u�� ���� �xtrm R� Qo�O CQ��a x� �s�yO s�Hv� �Q

u�QwDUQ l� x� s�W hQY ��Q� xQ�� wO O�vm ZQi �s�vm KQ
t �Q �Qo�O p�Ft s�y�wN�t uwvm �
��Pe �wv � u�QwDUQ �wvt QO �O�yO VQ�iU sy QUO ��rY� ��Pe Q� xwqa O�y�wN�t w O��xDiQ
QO �O�yO VQ�iU �Q OwN QUO w �rY� ��Pe O�v�wD�t j� Q� OvJ x� �OQ�O OwHw QUO �wv � w �rY�
Q��Q� MU�B Q�� u�� �QUO 	�NDv� w �rY� ��Pe 	�NDv� 
O�yO�t s�Hv� u�tRsy �Q Q�m wO �tW p�Ft u��
QO �Q �yu� s�Hv� ��yCr�L O�OaD �OvwW s�Hv� sy �� O��� Q�m wO Qy uwJ �k�w QO �OW���t �� � � ��
��yVwQ O�OaD Qo�O u��� x� �s�t�v�t �	Q� pY�� �Q u� xm CU� �R�J u�ty u�� �s�OQm 	Q� sy
pY� Ovv�ty �CU�yu� R� s�Om Qy s�Hv� ��yVwQ O�OaD 	Q�pY�L Q��Q� pkDUt Q�m wO u�tRsy s�Hv�
Qo � p�Ft ��Q� �CU� u��� p��k pkDUt Q�m O�OaD Qy ��Q� w CU�v Q�m wO x� OwOLt R�v 	Q� pY� ��tH
s�tYD �tW w OW�� xDW�O OwHw QUO �wv � w �rY� ��Pe �wv � ��Pe V�B �wv � u�QwDUQ �wvt QO

�Ow� Oy�wN �� �� � � �� Q��Q� MU�B �O�yO VQ�iU �Q xU Qy O�W�� xDW�O

�Q� pY�

s�Hv� p��k VwQ an x� s�n Q�m w� � � �VwQ a� x� swO Q�m �VwQ a� x� pw� Q�m �s� Q�O R��tDt Q�m n

�� CU� Q��Q� sy �� �yQ�m u�� �xty s�Hv� ��yx�Q O�OaD CQwY u�� QO �CU�

a� � a� � � � � � an

u�tRsy �Q OwHwt ��yQ�m �xty s�y�wN� xm s�vm�t xO�iDU� �v�tR �yvD 	Q� pY� R� �� xDmv

�s�W�� xOQm xO�iDU� �yQ�m s�Hv� u�� �w� �xtrm R� Qo�O CQ��a x� �s�yO s�Hv�



C����mQD �

OwHw �Pe �wv � �y�Pe �wvt QO w O��xDiQ u�QwDUQ u�ty x� O�vm ZQi �O�vm xHwD p�Ft u�� x� uwvm �
O�v�wD�t j� Q� OvJ x� CQwY u�� QO �O� Q�Ov �RD�B x� ��xkqa �tW w OvDUy �RD�B �yu� R� �D xU �t� �OQ�O
Cq�L �tW p�Ft u�� QO �OW���t �� � � 
 Q��Q� MU�B xm CU� �y�O� �O�yO VQ�iU �Q OwN ��Pe
�j� QiD pY�� �� �stDt pY�� �Q u� xm CU� �R�J u�ty Q�m u�� �O�vm�t sm Cq�L pm R� �Q Oa�Ut�v

�s�t�v�t

	j
 QiD pY�� stDt pY�

��yVwQ O�OaD ��yvt OwHwt ��yVwQ pm O�OaD �� CU� Q��Q� Q�m l� s�Hv� 	wr
t ��yVwQ O�OaD
�	wr
t�v

pL QO �v�w�Qi ��yOQ� Q�m �t� �OvW���t �y�O� w xO�U Q��U� VQ�tW pwY� O�O�O xm Qw� u�ty
�OvW���t pL p��k pwY� u�ty R� xO�iDU� �� �yvD xm OvQ�O OwHw R�v �Q�wWO Q��U� p��Ut w OvQ�O p��Ut



� VQ�tW pwY� �� pYi

�yp�Ft ���

�s�vm �� RwD Qiv xU u�� �Q hrDNt ��ynvQ QO AwD Q�yJ u�wD�t j� Q� OvJ x� ���

Q��Q� MU�B 	Q� pY� j�� u��Q��v� �O�O O�Qi� R� �m� x� u�wD�t VwQ xU x� �Q �yAwD R� s�Om Qy 
MU�B
��� �� �� � � �� �� CU�

�OUQ�tv Qiv l� x� �yAwD �xty Cr�L OvJ QO p�k p�Ft QO ���

Cr�L l� QO w swO Qiv x� xty Cr�L l� QO �OvUQ�t pw� Qiv x� AwD Q�yJ Qy Cr�L l� QO 
MU�B
CU� Q��Q� MU�B stDt pY� j�� xH�Dv QO �s� Q�O 	wr
t�v Cr�L xU u��Q��v� �OvUQ�t swU Qiv x� xty

���� � � �� ��

�Q �y	�Dm �� s�y�wN�t w s� Q�O hrDNt 	�Dm 
 w hrDNt AwD Q�yJ O�vm ZQi ���

�O�O s�Hv� �Q Q�m u�� u�wD�t VwQ OvJ x� ��Q �yAwD �� w s�vm s�UkD Qiv xU u��

j�� u��Q��v� �VwQ �� � ��� x� �y	�Dm �� RwD w CU� umtt VwQ �� � �� x� �yAwD �� RwD 
MU�B
��� � ��� � ��� �� CU� Q��Q� MU�B �tH pY�
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�L
 QWD p��Ut ���

�xUQOt Q�yJ w xv�QUB �xUQOt xU �yu� QyW QO �OQ�O QDNO wO w QUB xU xO�R�H�L ��k� �


Ov�wD�t j� Q� OvJ x� w� �OQ�O OwHw xv�QDNO

�ODUQi� xUQOt x� �Q OwN u�OvRQi R� �m� �hr��

�ODUQi� xUQOt x� �Q OwN u�OvRQi �xty ���

�ODUQi� xUQOt x� �Q OwN u�QDNO R� �m� w u�QUB R� �m� �G�

�ODUQi� xUQOt x� �Q OwN u�QDNO �xty �� u�QUB �xty �O�

�ODUQi� hrDNt TQ�Ot x� �Q OwN u�OvRQi �xty �y�

�ODUQi� hrDNt TQ�Ot x� �Q OwN u�QDNO �xty �� u�QUB �xty �w�

�ODUQi� xUQOt x� �Q OwN u�QDNO �xty w u�QUB R� �m� �R�

�ODUQi� hrDNt TQ�Ot x� �Q OwN u�QUB �xty w u�QDNO R� �m� �K�

�OQ�O OwHw �� Qt � w nvrB 
 �Q�� � lQ�U l� QO �

�O�DUQi xvLY x� �Q �� Qt l� w nvrB l� �Q�� l� u�wD�t j� Q� OvJ x� �hr��

�O�DUQi xvLY x� �� Qt l� �� u�w�L l� u�wD�t j� Q� OvJ x� ���


u�wD�t j� Q� OvJ x� �s� Q�O ����r�D�� Qiv � w �v�tr� Qiv 
 ��v�Q�� Qiv � �

�OQm 	�NDv� �yu� u��t R� hrDNt ��yQwWm R� Qiv xU �hr��

�OQm 	�NDv� �yu� u��t R� hrDNt ��yQwWm R� Qiv wO ���


xm �Qw� x� OQm 	�NDv� uR l� w OQt l� �QywW w uR� GwR � u��t R� u�wD�t j� Q� OvJ x� �

�OvW�� Qo�Om� QUty �hr��

�OvW��v Qo�Om� QUty ���

�wv OvJ QFm �OL �OQ�O OwHw pOt VW w xR�Ov� Q�yJ �nvQ xU QO ���yuy�Q�B l�Dw� l� QO �

�OQ�O OwHw l�Dw� u�� QO uy�Q�B

u�Qi�Ut �OQ�O OwHw x�oDU�� 
 xt�O� QO w CU� xOQm Q�wU Qi�Ut ��  �O�t x�oDU�� QO Tw� wD� l� 


�OvwW xO��B �yx�oDU�� QO Ovv�wD�t j� Q� OvJ x�

Ov�wD�t j� Q� OvJ x� Rwt�Vv�Ol� �OW���t ��xv� Ro GvB p� wU �� pt�W ���� Q O��Btr� uwtR� �


xm �Qw� x� OyO MU�B Cq� wU x�
�OyO MU�B Cq� wU �xty x� �hr��

�OW��v sRq Cq� wU �xty x� MU�B ���
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�x
kv R� Qw�a uwO� w !w
N �wQ R� CmQL �� u�wD�t j� Q� OvJ x� Q� R p�mW� R� l� Qy QO �

�CiQ B x� A R� ��Q�QmD

�hr��
A B

C

���

B

C

A

D


xm �Qw� x� O�UQ D x� A R� �Q�QmD �x
kv R� Qw�a uwO� u�wD�t j� Q� OvJ x� Q� R pmW QO �

A
B DC

�s�vm CmQL wrH x� wQ �hr��

�s�W�� xDW�Ov �Qo�O !QW ���

���CiQ C x� A R� u�wD�t j� Q� OvJ x� Q� R pmW QO �hr��

�CWoQ� A x� xQ�� wO w CiQ C x� A R� u�wD�t j� Q� OvJ x� ���

�CWoQ� A x� w xDiQ C x� A R� �Q�QmD Q�Ut R� Qw�a uwO� u�wD�t j� Q� OvJ x� �G�

A C
B

�O�UQ Y x� X R� u�wD�t j� Q� OvJ x� Q� R pmW QO ��

Y

X
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�OQ�O OwHw S x� N R� uO�UQ ��Q� VwQ OvJ Q� R ��yQ�Owtv R� l� Qy QO ��

�hr��N

S

���N

S

�CiQ E �x
kv x� W �x
kv R� u�wD�t j� Q� OvJ x� Q� R pmW QO ��

EW

�OvOwta sy Q� EFC w ABCD Q� R pmW QO ��

A�B�D�E� F !�kv u�� R� Y w X xm O����� �Q XCY x� w�Rr�s��k ��yErFt O�OaD �hr��

�OvwW 	�NDv�
�OvW�� A�B�C�D�E� F !�kv w�a �yu� Tw�Q xm O����� �Q ���yErFt O�OaD ���

F

DA B C

E
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OyO�t u�Wv
�

ABC ErFt �q�� �wQ �Q x
kv xOR�wO Q� R pmW ��

�OvW�� hrDNt �r� wO �wQ !�kv w�a VQU wO xm s� Q�O 	NxQ�B OvJ �hr��

�OvW�� hrDNt �r� xU �wQ !�kv w�a u�WTw�Q xm s� Q�O ErFt OvJ ���
A

CB

c1

a3

b1

a2 a1

c2c3c4
c5 b4

b3
b2

�CW�O Oy�wN R��tDt �xrtH OvJ Q� R ��yCQ��a R� l� Qy pY�L �


�a� b��c� d� e� �hr��

�a� � a� � a���b� � b���c� � c� � c�� ���

�a� b��a� b� c� d� e� �G�

�a� b� c�� �O�


�� � �HvQ
W �xLiY l� QO u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OQ�O Q�Qk MQ �xQyt l� �hr��

�OQ�O Q�Qk R��tDt MQ �xQyt wO ���

�O�O Q�Qk u�Um� MQ �xQyt wO �G�

�OvW��v uwDU �� Q
U l� QO xm OQ�O Q�Qk R��tDt MQ �xQyt wO �O�

�OvW��v uwDU �� Q
U l� QO xm OQ�O Q�Qk u�Um� MQ �xQyt wO �y�

u�� C�k�� R� l� Qy u�wD�t j� Q� OvJ x� �s� Q�O hrDNt nvQ Q�yJ w xk�� � u�tDN�U l� ��


xm �Qw� x� OQm �R�t�nvQ �nvQ � u�� �� �Q u�tDN�U

�s�W�� xDW�Ov ��QW I�y �hr��

�OvW��v nvQsy �Qw�Ht �xk�� wO I�y ���

����xQ�NP Qo � �OwW�t xO�O ���yCtqa pmO l� �q�� QO �ovQ sJQB 
 uO�O CmQL �� �hr��

u�wD�t hrDNt Ctqa OvJ �OW�� xDW�O OwHw hrDNt nvQ � R� ���ysJQB R� OwOLt�v
�CN�U

R� Qw�Ht ��ysJQB �OwW�t xO�O xm ���yCtqa QO Qo � Ow� Oy�wN xJ p�k CtUk MU�B ���

�OvW��v nvQ l�
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hrDNt ��ynvQ sJQB GvB Qy �OwW�t xO�O xm ���yCtqa QO Qo � Ow� Oy�wN xJ MU�B �G�
�OvW�� xDW�O

�s�vm�t 	�DQB Q�� wO �Q T�D l� ��

�O�� O�OB CU� umtt hrDNt Cr�L OvJ �hr��

�OvR��tDt xOW wQ O�Oa� Cr�L OvJ QO ���

�CU� GwR xOW wQ O�Oa� �wtHt Cr�L OvJ QO �G�

�OQm QB w pmW x� ���yp�
DUt �� �Q Q� R pmW u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

���OQ�O OwHw �� � �� Qt OvJ �� � �HvQ
W �xLiY QO �hr��

�OQ�O OwHw �� Qt OvJ �� � �HvQ
W �xLiY QO ���

OvwW �� �D � ��yxQ�tW �� j�D� �� OQ�w Ovv�wD�t �� �D � ��yxQ�tW �� Qiv �� j� Q� OvJ x� ��

OQ�w Qiv l� 	ki j�D� Qy QO CU�v sRq� �OwQv OwN �� xQ�tWsy j�D� QO �OQi I�y xm �Qw� x�
��OwW

���CN�U u�wD�t �U�rov� ���ir� hwQL �� �iQL GvB �xtrm OvJ �hr��

�s� Q�Ov �Q�QmD hQL xtrm OvJ QO ���

���CN�U u�wD�t f w e �d �c �b �a hwQL �� �iQL Q�yJ �xtrm OvJ �hr��

�OvR��tDt Qw�Ht hwQL xtrm OvJ QO ���

�OvR��tDt hwQL s�tD xtrm OvJ QO �G�

�
xm �Qw� x� CN�U s w r �q �p hwQL �� �iQL CWy �xtrm l� u�wD�t j� Q� OvJ x� �hr��

�OvW��v sy Q�vm xtrm ��H I�y QO s w r hQL wO w q w p hQL wO

�OvDU�v u�Um� �Qw�Ht hQL wO I�y �hr�� VN� C�trm R� �D OvJ QO ���

���OvQ�O�OY QN� w pw� hQL �U�rov� hwQL �� �iQL � �xtrm OvJ QO �hr��

�OvQ�O�OY QN� w pw� hQL 	ki C�trm u�� R� �D OvJ QO ���



�� VQ�tW pwY� �� pYi

��xDW�O hQL GvB QFm �OL w xU pk�OL xm CWwv u�wD�t xtrm OvJ e w d �c �b �a hwQL �� �hr��

�OW��

�OvQ�Ov �Q�QmD hQL �yu� R� �D OvJ ���

���s� Q�O �tkQ xU OOa OvJ �hr��

�OvDUy GwR �yu� R� �D OvJ ���

�OvDUy OQi �yu� R� �D OvJ �G�

�OvDUy 
 	Q�t �yu� R� �D OvJ �O�

�OvDUy � 	Q�t �yu� R� �D OvJ �y�

�OvQ�Ov �Q�QmD skQ �yu� R� �D OvJ �w�


xm �Qw� x� OQ�O OwHw �tkQQ�yJ OOa OvJ ��

�s�W�� xDW�Ov ��QW I�y u� ��Q� �hr��

�OW�� xOW p�mWD hrDNt ��yskQ R� ���

�OW�� GwR �G�

�OW�� �� Q��Q� R�v u� Qo�O skQ wO �wtHt w �� u� QN� w pw� skQ wO �wtHt �O�

"qFt� s�t�v�t a 	wrkt �O���t CUOx� a �a��� OOa s�kQ� uOQm uwQ�w R� xm �Q b �a��� OOa ��

u�W	wrkt xm OvQ�O OwHw ����� �D � u�� O�Oa� R� OOa OvJ ��CU� ���� OOa ���� 	wrkt
�CU� Q��Q� u�WOwN ��

���CN�U u�wD�t �Q�QmD skQ uwO� �tkQxU OOa OvJ 
 �� �� �� �� s�kQ� �� �hr��

�CN�U u�wD�t �Q�QmD skQ uwO� �tkQxU OOa OvJ � w � �� �� �� s�kQ� �� ���

���� ������ w ������ u�� 
 	Q�t �tkQVW OOa OvJ 
 �� �� �� �� �� s�kQ� �� �hr��

�CN�U u�wD�t �Q�QmDQ�e s�kQ�

u�wD�t �Q�QmD Q�e s�kQ� �� 
 	Q�t �tkQVW OOa OvJ 
 �� �� �� �� �� s�kQ� �� ���

�CN�U


xm �Qw� x� CN�U u�wD�t �tkQGvB OOa OvJ � �� �� �� �
 s�kQ� �� ��

�s�W�� xDW�Ov �D�OwOLt I�y �hr��

�s�W�� xDW�O R��tDt s�kQ� �� O�Oa� ���

�s�W�� xDW�O R��tDt s�kQ� �� GwR O�Oa� �G�

�s�W�� xDW�O R��tDt s�kQ� �� � 	Q�t O�Oa� �O�



C����mQD ��


xm �Qw� x� OQ�O OwHw R��tDt s�kQ� �� �tkQ � OOa OvJ ��

�s�W�� xDW�Ov u� ��Q� �Qo�O !QW I�y �hr��

�OW�� OQi ���

�OW�� GwR �G�

�CU� � R� QDnQR� u�oyO w OQi u�m� skQ R��tDt s�kQ� �� �tkQ
 OOa OvJ QO �


�OvDUy 
 	Q�t R��tDt s�kQ� �� �tkQQ�yJ OOa OvJ ��

�OQ�O OwHw � Q��Q� �r�wDt skQ 
 ��tkQ� OOa OvJ QO ��

�CU� �D OvJ R��tDt s�kQ� �� ��� R� QDnQR� �tkQxU O�Oa� O�OaD ��

�CU� �D OvJ R��tDt s�kQ� �� ���� R� QDlJwm �tkQQ�yJ O�Oa� O�OaD ��

�OvW�� xDW�O �Q�QmD skQ �yu� R� l� Qy xm CN�U u�wD�t �tkQxU OOa OvJ � w � �� s�kQ� �� ��

�OvDU�v �Q�QmD skQ pt�W ���� �D ���� u�� OQi OOa OvJ ��

�OQ�O OwHw � w � �� skQ xU R� �m� pk�OL �tkQ
 OOa OvJ QO ��

�OQ�O OwHw OQi skQ l� pk�OL �tkQ Q�yJ OOa OvJ QO ��

�OQ�O OwHw �Q�QmD skQ ��tkQ� OOa OvJ QO ��

�CU� Q�O�OY xtrm QN� hQL wO R� �m� pk�OL ��U�rov� hwQL �� �iQL � �xtrm OvJ QO �


�OvDU�v pt�m �� Qt �tkQQ�yJ OOa OvJ ��

�CU� � Q��Q� skQ u� QDlJwm ��tkQ� OOa OvJ QO ��

�CU� �D OvJ �OvW�� ����� pt�W xm � pw� x� ��� wOwO� ��yxDWQ O�OaD ��

�CU� xOW xDWwv Q�� OvJ � skQ �s��xDWwv Pe�m �wQ �Q ���� �D � O�Oa� ��

�s��xDWwv Pe�m �wQ �Q CN�U u�wD�t e w d �c �b �a hwQL �� xm �iQL � C�trm �x�rm ��

�CU� xOW xDWwv Q�� OvJ a hQL �hr��

�OvDUy a hQL pt�W xtrm OvJ ���

�OW��v QDlJwm Qo�O s�kQ� R� u�oQ�Ry skQ xm s� Q�O �tkQQ�yJ OOa OvJ ��

pw� pt�wa pk �� � � �p� �p� u� QO xm CU� xOW xO�O n � pa�� � pa�� � � � � � pak
k

OOa ��

�OQ�O �a��� x�raswUkt OvJ OOa u�� �OvDUy n OOa

���OQ�O �a��� x�raswUkt OvJ �
� OOa �hr��

�OvDUy 
 	Q�t �yu� R� �D OvJ ���



�� VQ�tW pwY� �� pYi

�OvDU�v Q�PBVN� ��� Q� ��� � ��� � 
� OOa R� x�raswUkt OvJ ��

�CU� OvJ �OQ�O C�Ft x�raswUkt �� xm �a��� OOa u� QDlJwm �


�OvQ�O C�Ft lQDWt x�raswUkt OvJ ���� w ���� O�Oa� ��

�CU� GwR ��� � � � ��� �z �
skQ �	

OOa �a��� ��yx�raswUkt O�OaD O�yO u�Wv ��

�CU� QOkJ �wtHt �s�vm�t �tH sy �� �Q OvQ�Ov QiY skQ xm �tkQxU O�Oa� s�tD ��

�O����� �Q �Q�QmD skQ uwO� �tkQ� O�Oa� s�tD �wtHt 
�

�A � f���� � � � ���g O�vm ZQi 
�

�OQ�O xawtHtQ� R OvJ A �xawtHt �hr��

�CU� w�a u� QDnQR� �� OOa �A R� xawtHtQ� R OvJ QO ���

�CU� w�a u� QDlJwm � OOa �A R� xawtHtQ� R OvJ QO �G�

�CU� w�a u� QDlJwm � OOa w w�a u� QDnQR� �� OOa �A R� xawtHtQ� R OvJ QO �O�

�OQ�Ov OwHw �� OOa �rw OQ�O OwHw � OOa �A R� xawtHtQ� R OvJ QO �y�

A �xawtHtQ� R wO u�wD�t j� Q� OvJ x� �O� Q�o� Q�v QO �Q X � f���� � � � � ng �xawtHt 
�


xm �Qw� x� OQm 	�NDv� X R� B w

A �B � X �O�

A �B � � �y�

jA �Bj � � �w�

�s�W�� xDW�Ov ��QW I�y �hr��

A � B ���

A �� B � A � B �G�

	�NDv�X � f���� � � � � ng �xawtHt R� C wB �A �xawtHtQ� R xU u�wD�t j� Q� OvJ x� 
�


xm �Qw� x� OQm

A �B �C � � �K�

A �B � A � C � � ���

C � � � A �B � ���

X � A �B � �

A � C � X � A �B � � �l�

�A�B� � C � � �p�

A � B � C �hr��

A � �B � C� ���

A � �B � C� �G�

A �C � � � A � B �O�

�A �B� � C �y�

�A �B� � C �w�

A �B � C � X �R�



C����mQD ��

�x aw t H t �� yx aw t H tQ � R R� �A�� A�� � � � � Ak� O v v� t � �� yx r� � vO O�O a D 
�

�A� �A� � � � � �Ak � X xm �Qw� x� O����� �Q X � f���� � � � � ng

wO I�y �wtHt xm �Qw� x� OW���t X � f���� � � � ����g R� ��xawtHtQ� R A �xawtHt 
�

�CN�U �Q A �xawtHt u�wD�t j� Q� OvJ x� �OW���tv �
� Q��Q� A R� �R��tDt w�a

xDiQov Q�Qk �Qo�O �xS�w R�e� QO u�� R u�� R� ��xS�w I�y �OQ�O OwHw hQL wO �yvD �v�� R QO 



�iQL VW �xS�w �� w �iQL GvB �xS�w �� ��iQL Q�yJ �xS�w � pt�W u�� R u�� �CU�
�s� Q�O u�� R u�� QO �iQL Ciy �xS�w OvJ QFm �OL �OW���t


��Qw� x� OQm QB l� w QiY O�Oa� �� �Q �� � pwOH l� ��yxv�N u�wD�t j� Q� OvJ x� �hr��

�OW�� GwR uwDU Qy w Q
U Qy O�Oa� �wtHt xm
x� O�O Q�Qk ��� �
 pwOH l� ��yxv�N QO �Q l� w QiY O�Oa� u�wD�t j� Q� OvJ x� ���

�OW�� GwR �OOa uwDU l� �� Q
U l� QO �r�wDt OOa � Qy �wtHt xm �Qw�
�Qw� x� OQm QB � �D � O�Oa� �� �Q ��� �
 pwOH l� ��yxv�N u�wD�t j� Q� OvJ x� �G�
uwDU l� QO �r�wDt OOa � Qy �wtHt w GwR Q
U l� QO �r�wDt OOa � Qy �wtHt xm

�OW�� Q�PBVN� � Q�

xm �Qw� x� OQm QB �� w �� O�Oa� �� �Q m � n pwOH l� ��yxv�N u�wD�t j� Q� OvJ x� 
�

�OW�� �� R�v uwDU Qy O�Oa� 	Q�pY�L w �� Q
U Qy O�Oa� 	Q�pY�L

�O�O V��tv �Ovrw� sy x� C�Uv u� GQNt w CQwY xm QUm l� CQwY x� u�wD�t �Q �� wo OOa Qy 
�

�yu� �QUm V��tv GQNt w CQwY 	Q�pY�L xm OQ�O OwHw l� w QiY u�� �� wo OOa OvJ
�OwW ��� Q��Q�

�y��U �xv�N wO I�y xm �Qw� x� OQm x��U �Q ��� pwOH l� R� xv�N � u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

x��U pwOH ��yxWwo QO �k�w �xv�N Q�yJ R� l� I�y ut� QO w OvW��v uwDU �� Q
U l� QO
�OvW��v

Q��Q� OOa CU�Q CtU skQ wO �wtHt �� AJ CtU skQ wO �wtHt �tkQQ�yJ OOa OvJ QO ��

�CU�

x� OQm R�Qi� �yD�v �xawtHtQ� R xU x� �Q f���� � � � �����g �xawtHt u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OW�� xDW�Ov OwHw �r�wDt OOa wO l� I�y QO xm �Qw�

Qy ��Q� xm �Qw� x� OQm x��U �Q � � � pwOH l� ��yxv�N R� �O�OaD u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OvW�� x��U R�v u� uwDUsy ��yxv�N s�tD �� Q
Usy ��yxv�N s�tD x��U �xv�N



�� VQ�tW pwY� �� pYi

O�Oa� �wtHt xm �Qw� x� CWwv �Q � �� � O�Oa� Q� R pmW ErFt �� QO u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

lQDWt �r� l� QO Qo � OvQw�Ht ErFt wO� �OW�� GwR �ErFt Qy Qw�Ht ��yErFt QO OwHwt
��OvW��

w OQ�O Q�Qk xv�NOwQ hQ� l� QO VwoQN l� �OQ�O Q�Qk nvU �� ��xv�NOwQ ZQa �wQ ��

u�� �Ov�UQ� xv�NOwQ Qo�O hQ� x� �Q OwN �ynvU �wQ OwN ��yVQB R� xO�iDU� �� Oy�wN�t
VwoQN �Ovm VyH wrH x� Oy�wN� xm nvU �D OvJ Qy �xR�Ov� x� Ov�wD�t VQB Qy QO VwoQN

�OUQ� xv�NOwQ Qo�O hQ� x� Ov�wD�t j� Q� OvJ x�

�Q � w � OOa wO R� �m� �� � �� pwOH l� ��yxv�N R� l� Qy QO u�wD�t VwQ OvJ x� �


�OW�� GwR �OOa pwOH R� �� � �� Qt Qy QO xOW xDWwv ��yOOa �wtHt xm �Qw� x� CWwv

OOa xU pt�W �yu� R� l� I�y xm OQ�O xawtHtQ� R OvJ f��������� �����g �xawtHt ��

�OvDU�v �r�wDt

O�Oa� R� �OOa I�y xm �Qw� x� CWwv h�OQ l� QO �Q � �D � O�Oa� u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OW��v QDnQR� VDU�Q CtU w AJ CtU

�CU� QOkJ OvW�� xxyy �xDWQ Ok�i xm y w x R� � pw� x� ��yxDWQ O�OaD ��

�r� xU Qy xm �Qw� x� OQm �R�t�nvQ �nvQ xU �� �Q Q� R pmW �q�� u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OvW��v nvQsy �FrFt I�y

�xv�N wO I�y xm �Qw� x� OQm x��U �Q � � � pwOH l� R� xv�N � u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OvW�� xDW�Ov lQDWt �r� �Q�OCtqa

���R�t�nvQ �xOW xO�O nvQ Q�yJ R� xO�iDU� �� �Q Q� R pmW ��yT �Q u�wD�t j� Q� OvJ x� �hr��

�OvW�� nvQsyQ�e Ov�xOW pYw sy x� 	NxQ�B l� �� xm T �Q wO Qy xm �Qw� x� OQm



C����mQD �


�CU� xOW xO�iDU� nvQ Q�yJ Qy R� Cr�L OvJ QO ���

�Qw� x� s�vm �R�t�nvQ R�U w ��� �RtQk �� �Q f���� � � � ���g �xawtHt O�Oa� s�y�wN�t ��

�Q Q�m u�� u�wD�t j� Q� OvJ x� �OvW��v nvQsy CU� OQi x � y xm y w x OOa wO I�y xm
�O�O s�Hv�

�R�t�nvQ �nvQ xU �� �Q m� n pwOH l� OL�w pw� x� ��y	NxQ�B u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OvW�� xOW Qy�# �r� wO �wQ s�Om Qy w nvQ wO �OL�w �� Qt Qy QO xm �Qw� x� OQm

�Qw� x� OQm �R�t�nvQ ��� w RtQk nvQ wO �� �Q n�n pwOH l� Tw�Q u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�s�W�� xDW�O ��� T �Q wO w RtQk T �Q wO "�k�kO OL�w �� Qt Qy QO xm

�Qw� x� OQm �R�t�nvQ hrDNt nvQ Q�yJ �� �Q n�n pwOH l� Tw�Q u�wD�t j� Q� OvJ x� �


�s�W�� xDW�O T �Q l� "�k�kO nvQ Qy R� OL�w �� Qt Qy QO xm

wO I�y Qo � s�� wo�t xOvm �QB �Q O�iU w x��U nvQ wO �� pwOH l� ��yxv�N R� �R�t�nvQ l� ��

pwOH l� �xOvm �QB ��y�R�t�nvQ O�OaD O�vm C��F �OvW�� xDW�Ov lQDWt �r� �y��U �xv�N
�CU� QDsm ���� R� w QDV�� ���� R� ��� ��

�Q �ar�OvJ u�� K
U u�wD�t j� Q� OvJ x� �CU� 	OLt �ar� n l� A�A� � � �An ��

ErFt Qy xm OQm R�Qi� ErFt n� � x� Ovvm�tv �
k �Q Qo�Oty ���DwO I�y xm Q
k n� � 	UwD
�OW�� lQDWt �ar� n �� �r� l� QO pk�OL

x� Ov�WwB u� ��yu�QwO w Q� R pmW x� ���y�W�m �� �Q n� n �� Qt l� u�wD�t j� Q� OvJ x� ��

�OvW�� nvQsy�v Qw�Ht �r� wO Qy xm �Qw�

���yQ�Ut �OOaD f�n� �CU� xOW R�Qi� OL�w ErFt n� x� n �r� x� �q�q��w�UDt ErFt l� ��

��yErFt xm �Qw� x� CU� Q
U u� QDu���B QO �v��t ErFt x� Q
U u� QDq�� QO OL�w ErFt R�
QO w OW��v q�� CtU x� Q�Ut R� �DtUk I�y w OvW�� lQDWt �r� l� QO Q�Ut �wQ �r�wDt

�O����� �Q f�n� �OwWv �� Q�� wO �FrFt I�y ut�

x�raswUkt �t� OvQDlJwm n R� n� C�Ft x�raswUkt R� O�OaD xJ �n � ���� ��� O�vm ZQi ��

�OvDU�v n


