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شهودي   درك 

زمـين  كـه های متمادی، مردم باور كرده بودند عنوان مثال طی قرن گيرد. به از شهودش كمک می ،گذرد چه در اطراف خود می انسان همواره برای درک آن
ی گرد بودن زمـين و چـرخش زمـين بـه دور  هها نشأت گرفته از شهودشان بوده و نظري اند. در حقيقت باور آن ها به دور آن در گردش صاف است و ستاره

  خورشيد را قبول نداشتند. 
  باشد.  احساس بدون استدلاليا  دانش غريزیتواند يک  شهود می 
گيری درسـت  توانيم با اطمينان صددرصد بگوييم آن نتيجـه عبارت ديگر نمی گيری نادرست باشد. به در صورت استفاده از شهود، ممكن است نتيجه 
  ست. بوده ا

  های مختلف آن بزنيم. برای اثبات قسمتهای بهتری  حدسمطالب رياضی را بهتر بفهميم و توانيم  با كمک درک شهودی میدر بسياری مواقع  

   قياسي   يا  تمثيلي   ل  استدلا

گون است قياس، در واقع همان يافتن نوعی مشابهت بين  بـرای ی شـهودی  تواند در ايجاد يک زمينـه می هايی كه دارد، رغم محدوديت و علیمفاهيم گونا
  های رياضی به ما كمک كند.  بسياری از مفاهيم و اثبات درک

 č1ل.J﹞ های روغن توسط بقال تنبيه شد و موهای سرش ريخـت.  ، طوطی به خاطر ريختن شيشهاست در داستان طوطی و بقال كه در كتاب درسی آمده
اند! در حقيقت طوطی نـوعی مشـابهت  اند كه كچل شده های روغن را ريخته ها نيز شيشه كرد كه آن فكر میدر روز بعد با ديدن هر فرد كچلی، پيش خود 

  گيری سطحی انجام داده بود. نتيجه ،(―چل بودن) بين خودش و آن افراد يافته و براساس آن

  يي ا ستقر ا  ل  استدلا

دی از مشاهدات است. اين نوع استدلال روشی است كه عالمان تجربی با اسـتفاده از ی محدو گيری كلی بر مبنای مجموعه استدلال استقرايی روش نتيجه
كم بر آن  روشكنند. در علوم تجربـی بـه ايـن نـوع اسـتدلال  ها، قوانين عمومی طبيعت را كشف می آن مشاهدات خود را نظم داده و با توجه به نظم حا

  گويند.  می علمیيا  تجربی

č1لJ﹞ شايد به اين نتيجه برسيم كه تمام افراد آن روستا نابينا  ايم، نابينا هستند. ها مواجه شده شويم تمام افرادی كه با آن توجه میشده و م یوارد روستاي
ی حاصـل از  فردی در آن روستا نابينا نباشد! پس به درست بودن نتيجه ،زيرا همواره اين احتمال وجود دارد ،هستند. ضعف اين نوع استدلال واضح است

  توان اطمينان داشت.  تدلال استقرايی نمیاس
  جي ستنتا ا  ل   استدلا

همـواره درسـت  ،دسـت آمـده از ايـن نـوع اسـتدلال ی به ايم. نتيجه ها را پذيرفته گيری با استفاده از حقايقی است كه درستی آن استدلال استنتاجی روش نتيجه
  استدلال استنتاجی است.های اقتدار و زيبايی  اين جامعيت، يكی از نشانهباشد.  می

گر  x(xگاه فرد باشد، آن xثابت كنيد ا )   )90هماهنگ كشوري (  نيز فرد است.  2
 čYi1C با فرضx k (k ),  2 1 z :داريم   

x(x ) عددی فرد است. 2
k

x(x ) ( k )( k ) k k k k ( k k ) k


                  2 2 22 2 1 2 1 2 4 8 3 4 8 2 1 2 2 4 1 1 2 1  

  )88سراسري (    ی محدودی از مشاهدات، كدام نوع استدلال است؟  گيری كلی بر مبنای مجموعه روش نتيجه  - 1
  ) استقرايی٤  ) استنتاجی٣  شهودی درک ) ٢  قياسی  )١

  برای اثبات يک حكم رياضی، كدام روش اعتبار دارد؟   - 2
  درک شهودی) ٤  ) استدلال استنتاجی ٣  ) استدلال تمثيلی٢  استدلال استقرايی) ١
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   اشاره به كدام گزينه دارد؟ » ترسد مارگزيده، از ريسمان سياه و سفيد می«المثل  ضرب  - 3
  قياسی استدلال) ٤  ) استدلال استنتاجی ٣  ) استدلال استقرايی٢  درک شهودی ) ١

گر با ديدن اين  Aها تيم ام داده كه در تمام بازیبيست بازی مقابل هم انج Bو Aدو تيم فوتبال  - 4 بازی نتيجه  ٢٠برنده بوده است. حال ا
   ايم؟ برنده خواهد بود، از چه نوع استدلالی استفاده كرده Bدر مقابل Aبگيريم كه هميشه تيم

  ) استدلال استنتاجی ٤  ) درک شهودی ٣  ) استدلال استقرايی٢  قياسی  استدلال) ١

گر برای درک بهتر رابطه  - 5 bی ا c clog a log b log a ی آموزان رابطه ، برای دانشa b a
b c c  استفاده  یروشاز چه  ،را يادآوری كنيم

   ايم؟ كرده
  استنتاجی  )٤  ) استقرايی٣  ) تمثيلی ٢  درک شهودی ) ١

مانـد. بنـابراين از روی آن بـاقی ن هـا كه چيـزی از آن د تا آننجوش قدر می كردند كه آب، برف و يخ آن های غارنشين مشاهده می انسان  - 6
ها چـه نـام  روش استدلال آن انسان» از آن باقی نماند. چيزیكه  جوشد تا آن قدر می هر چيزی آن«گيری كرده بودند كه  نتيجهمشاهدات 

  (مثال كتاب درسي)  د؟ دار
  ) استدلال استنتاجی ٤  ) درک شهودی ٣  ) استدلال قياسی ٢  استدلال استقرايی) ١

بـه » خواهم نروم من نمی«صورت  ای به ، جمله»ضرب عدد منفی در عدد منفی برابر يک عدد مثبت است حاصل«آموزی برای درک  دانش  - 7
   نوع استدلال وی كدام است؟  ،برد كار
  ) استنتاجی ٤  ) استقرايی ٣  ) شهودی ٢  تمثيلی ) ١

شود. در نتيجه هر چيزی بر اثـر گرمـا  شود، هوا بر اثر گرما منبسط می شوند، شيشه بر اثر گرما منبسط می فلزات بر اثر گرما منبسط می«  - 8
 دهد؟ گيری، ضعف كدام نوع استدلال را نشان می اين نتيجه »شود. منبسط می

   ) مثال نقض٤  تمثيلی  )٣  استنتاجی )٢  استقرايی ) ١
گر  - 9 تـوان  است. بـا كـدام اسـتدلال می ٨تر از مضرب  دانيم مجذور هر عدد فرد يک واحد بيش عددی زوج باشد، می bعددی فرد و aا

a)نتيجه گرفت كه b) 2    پذير است؟  بخش ٨بر  1
  ) تمثيلی٤  ) شهودی ٣  ) استقرايی٢  تاجی استن) ١

كنـد.  گيری اعلام می ی خود را بر اين نتيجه بيمار خاص بررسی كرده و نظريه ٥٠٠پزشكی اثرات مثبت و منفی تجويز نوعی دارو را برای   -10
  كار برده است؟  را به استدلالوی كدام نوع 

  ) تمثيلی ٤  ) شهودی٣  ) استقرايی ٢  استنتاجی ) ١
  )تمرين كتاب درسي(  است؟   نادرستشده در كدام گزينه  بيان ی نتيجه  -11

گر باران ببارد، زمين مرطوب می١   زمين مرطوب است.  نتيجه:بارد.  شود. الان باران می ) ا
  كنند.  ديگر را قطع نمی هم L2و L1نتيجه:. اند موازی L2و L1كنند. خطوط ديگر را قطع نمی گاه يک ) خطوط موازی هيچ٢
  تواند محاسبه كند.  حميد می نتيجه:گرفته است. ياد آموزی است كه رياضی  توانند محاسبه كنند. حميد دانش گيرند، می آموزانی كه رياضی ياد می ) تمام دانش٣
  نرگس با طرز كار كامپيوتر آشنا است.  نتيجه:آموز است.  ان با طرز كار كامپيوتر آشنا هستند. نرگس دانشآموز ) بعضی از دانش٤

هـا كـدام  ترين فرد بين آن كوتاه ،ی خود هستند. با توجه به شرايط زير علی، احمد، كامران، داوود و ابراهيم عضو تيم بسكتبال مدرسه  -12
 )تمرين كتاب درسي(  است؟

  تر است.  ب) داوود از كامران كوتاه  . هستندتر  ها از علی كوتاه دو نفر از آنالف) حداقل 
  د) داوود از علی بلندتر است.   ترين پسر نيست.  ج) احمد كوتاه

  ) ابراهيم ٤  ) داوود ٣  ) علی ٢  كامران ) ١
گر  -13   كدام گزينه الزاماً درست است؟» ترين عدد نيست. كوچک aاست و cتر از كوچک b«سه عدد متمايز باشند كه  cو a،bا

١(a ٢  ترين عدد است.  بزرگ(a ازb ٣  تر است.  بزرگ(a ازc ٤  تر است.  بزرگ(c ترين عدد است.  بزرگ  
 دهد؟ عبارت زير كدام نوع استدلال را نشان می  -14

 ی هـر ی مساوی است كه اندازه الاضلاع دارای سه زاويه ی مساوی است. مثلث متساوی هالساقين دارای حداقل دو زاوي مثلث متساوی«
  »الساقين است. يک مثلث متساوی ،الاضلاع است. بنابراين هر مثلث متساوی  60يک

  ) شهودی ٤  ) تمثيلی ٣  ) استقرايی٢  استنتاجی) ١
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  )92آزمايشي سنجش رياضي (  ی متقابل به رأس در دو خط متقاطع برابرند؟  اويهتوان گفت كه دو ز با كدام استدلال می  -15
  ) تكرار آزمايش٤  ) استقرايی٣  ) استنتاجی٢  ) درک شهودی١

  كدام است؟  nترين مقدار است. بزرگ nعدد فرد متوالی را با هم جمع كنيم، عدد حاصل همواره مضرب ٨هر   -16
١٦) ٤  ٢) ٣  ٤) ٢  ٨) ١  

  
  نقض   مثال 

  شود.  گيری كلی غلط است، مثال نقض گفته می نتيجه يک دهد كه نشان می یبه مثال
č1لJ﹞  گر با ديدن اعداد ثـال نقـض عنوان م را بـه ٢توانيم عـدد  می ،نتيجه بگيريم كه تمام اعداد زوج، غير اول (مركب) هستند ١٢و  ١٠،  ٨،  ٦، ٤ زوجا

  غلط است.  هگيری كلی انجام شد عددی زوج بوده ولی اول است. پس نشان داديم كه نتيجهاين عدد، زيرا  ،معرفی كنيم

  شرطي    قضاياي

·Ât﹇  č¿yam ¾گر«صورت  بهی شرطی  جمله q(pگاه آن ،pا q) « نامند و به قسمت شـرطی جملـه  میی شرطی  قضيهكه همواره درست باشد را
  گويند.  ) حكم قضيه میqجمله (يعنی ی ) فرض قضيه و به نتيجهp(يعنی
č1لJ﹞ گر«ی شرطی  جمله xا  xگاه آن ،0 3 xی شرطی بوده كه فرض آن يک قضيه» 0  xو حكم آن0 3   است.  0

·Ât﹇ g﹊︻ č¿yam ¾  گـر قضـيه ی شرطی كافی است جای فرض و حكم در قضيه برای نوشتن عكس قضيه ی  ی شرطی را با هم عـوض كنـيم. پـس ا
گر«صورت  شرطی به گر«صورت  ی شرطی به عكس اين قضيه  باشد،» qگاه آن ،pا p(qگاه آن ،qا p) « خواهد بود. شايان ذكر است كه عكس يک

  .نيستی شرطی  ی شرطی، همواره يک قضيه قضيه
 .J﹞čگر«ی شرطی  عكس قضيه 1ل xا  xگاه ، آن0 3 گر«صورت  به» 0 xا 3 xگاه آن ،0  امـا عكـس  ،باشـد میی شرطی  است كه باز هم قضيه» 0

گر«ی شرطی  قضيه xا yاهگ ، آنx y2 گر«صورت  به» 2 xا y2 xگاه ، آن2 y «زيـرا مـثلاً  ،باشـد ی شـرطی نمی است كه قضـيه( ) 2 22 2 
اما 2   است. 2

·Ât﹇   č¿ya.m ²\ ¾گر عكس يک قضيه  صـورت يـک گـاه ايـن دو قضـيه را به آن ،ی شرطی باشد (يعنی همواره درست باشد) ک قضيهی شرطی، خودش ي ا
گر p«صورت  ی دو شرطی را معمولاً به گوييم. قضيه میی دو شرطی  قضيه نويسيم و به آن قضيه، قضيه می گر و تنها ا q(pا q) «كنند. بيان می  

 č1لJ﹞گر مثلثی قائم« ی شرطی عكس قضيه گـر در «صـورت  به» گاه مربع يک ضلع آن با مجموع مربعات دو ضلع ديگرش برابـر اسـت. آن  الزاويه باشد، ا ا
اين توان  ی شرطی است. پس می قضيه باشد كه يک می» الزاويه است قائم ،گاه مثلث مثلثی مربع يک ضلع با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر باشد، آن

گر مربع يک ضلع آن با مجموع مربعـات دو ضـلع ديگـر آن  يک مثلث قائم«ی دو شرطی به فرم  صورت يک قضيه را به دو قضيه گر و تنها ا الزاويه است، ا
  بيان نمود. »برابر باشد.

گر بخواهيم يک قضيه  pصورت ی دو شرطی به ا q ی را اثبات كنيم، بايد هم قضيهp q ی و هم قضيهq p .را اثبات كنيم  

كلي   قضاياي 

كثر قضيهقضايای كلی، احكامی هستند كه هميشه برقرارند.  a)الزاويـه در هـر مثلـث قائم ی فيثـاغورس ضی مانند قضـيههای مهم ريا ا b c ) 2 2 و  2
a))ای ی اتحادهای جبری مانند اتحاد مربع دو جمله همه b) a ab b )   2 2   شوند.  قضايای كلی محسوب می 22

  

  )87 (آزمايشي سنجش رياضي    كند؟ را نقض می» به علاوه يک است ٧مربع هر عدد صحيح، مضرب «كدام عدد كليت حكم   -17
١٧) ٤  ١٥) ٣  ١٣) ٢  ٨) ١  

  )92آزمايشي سنجش رياضي (   كند؟ را نقض می» است. تر از خود آن عدد توان دوم هر عدد بزرگ« كدام عدد كليّت حكم  -18
١(1 2  ٢(2 1  ٣(3 2  ٤(2 1  

  )83آزمايشي سنجش رياضي (   كند؟ را نقض می»  .استگ گنضرب دو عدد گنگ عددی  حاصل«كدام دو عدد كليت حكم   - 19
2)٢  2و 3)١ 1و 2 2  ٣(1 1و 2 2  ٤(1   2و 2

گر بخواهيم حكم   -20 گر«ا xگاه عدد گنگ باشد، آن xا x 22 4 عنوان مثـال  از كدام عدد زير به را رد كنيم،» همواره عددی گنگ است 5
   نقض استفاده كنيم؟

١(2 3 2  ٢(3 2 2  ٣(5 2 1  ٤(4 2 5  

۲ي  درسنامه
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   كند؟ را نقض می ».صفر است ،پنج و سه قابل قسمت باشد رقم سمت راست هر عددی كه بر«كدام عدد كليت حكم   -21
٢٢٥) ٤  ٢١٠) ٣  ١٢٠) ٢  ١١٥) ١  

   كند؟ را نقض می» مربع كامل نوشت.طبيعی عدد   ورت مجموع سهص توان به هر عدد طبيعی دو رقمی را می«كدام عدد كليت حكم   -22
  (تمرين كتاب درسي)  ٣٧) ٤  ٣٦) ٣  ٣٥) ٢  ٣٤) ١

گر«حكم  ،nمقدار كدام  -23 قسـمت  n12بـهدايره را سطح   دو به دو به هم وصل كنيم، هايی خط توسط پاره نقطه روی محيط دايره را nا
  )مثال كتاب درسي(    كند؟ را نقض می» .كند تقسيم می

١(n  3  ٢(n  4  ٣(n  5  ٤(n  6  
     كند؟ را نقض می» مجموع اعداد طبيعی متوالی نوشت صورت توان به هر عدد طبيعی را می«كدام عدد كليت حكم   -24

  )مثال كتاب درسي  و 92سراسري  خارچ از كشور و 88(سراسري   ٤٦) ٢    ٤٠) ١
٦٤) ٤    ٥٦) ٣  

گر«ی شرطی  كه يک جمله برای آن  -25   ل بيان شده بايد كدام ويژگی را داشته باشد؟مثا ،را به روش مثال نقض رد كنيم» qگاه آن ،pا
  ازای آن برقرار نباشد. به pصدق كند ولی q) در٢    صدق كند.   qو pدر) ١
  صدق كند.  qفقط در  )٤  ازای آن برقرار نباشد.  به qیصدق كند ول p) در٣

  )89آزمايشي سنجش رياضي و  80سراسري (   ی زير، مثال نقض دارد؟ كدام گزينه  -26
  الساقين است.  یمتساو ،الاضلاع هر مثلث متساوی  )٢  تر از توان سوم آن است.  بزرگ ،توان دوم هر عدد) ١
  ) هر مربع يک لوزی است. ٤  ، فرد است. ٢تر از  ) هر عدد اول و بزرگ٣

  )90و  88هماهنگ كشوري (    يک از عبارات زير مثال نقض دارد؟ كدام  -27
گر )١   است.  ٨مضرب  abگاه دو عدد صحيح زوج متوالی باشند، آن bو aا
گر٢   است.  ٤ها همواره مضرب  گاه تفاضل مربعات آن دو عدد فرد باشند، آن bو a) ا
  پذير است.  بخش ٢٠عدد فرد متوالی همواره بر  ١٠) مجموع هر ٣
گر٤ aگاه عدد اعدادی اول باشند، آن bو a) ا b  .همواره غير اول است  

   كلی است؟ ی كدام حكم زير يک قضيه  -28
  ) هر لوزی يک مستطيل است. ٢    هر عدد اول فرد است. ) ١
  . الساقين است متساوی  الاضلاع، ) هر مثلث متساوی٤    ) هر مستطيل يک لوزی است. ٣

گر  -29 xا [a , )   ی گاه رابطه باشد، آنx x x   2 2 1   كدام است؟ aترين مقدار ی كلی خواهد بود. كم يک قضيه 1
٣  ٠) ٢  ١) ١(1   ٢) ٤-  

   ؟نداردآن مثال نقض ی شرطی بوده و عكس  های زير قضيه يک از گزينه كدام  -30

گر )١ xا y  yxگاه باشد، آن 0
y x

 
22

2 2 گر٢   .2 x) ا y گاه باشد، آنsin x sin y.  

گر٣ x) ا y ،گاه آن  باشدx y 3 3 گر٤  .0 x)) ا ) 41 xگاه آن  باشد، 0  1 0.  
   ی كلی است؟ ی شرطی زير، يک قضيه عكس كدام قضيه  -31

گر) ١ xا  xگاه باشد، آن 1 x  2 3 2 گر٢  .0 x) ا  33 81 x)گاه باشد، آن 0 )(x )  3 3 0.  
گر٣ x) ا  xگاه باشد، آن 2  گر٤    .1 a)) ا )(b )  2 2   است.  ٢برابر  bيا aگاه حداقل يكی از باشد، آن 0

  ی شرطی، مثال نقض دارد؟ عكس كدام قضيه  -32
گر) ١ |ا x | x گاه باشد، آنx 2   است.  0
گر٢ x) ا  x)گاه باشد، آن 1 ) (x )   2 2 21 1   است.  0
گر يک چهارضلعی مستطيل باشد، آن٣   گاه قطرهای آن با هم برابرند.  ) ا
گر نقطه٤ MAبه يک فاصله باشد (يعنی ABخط از دو سر پاره Mی ) ا MB،(  گاه آنM خط بر عمودمنصف پارهAB  .قرار دارد  
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  )با تغيير 88 و 85ي هماهنگ كشور(    ؟باشد نمیيک از عبارات زير همواره درست  كدام  -33
گر) ١ xگاه عددی فرد باشد، آن xا 23   است.  ٢٤مضرب  3
kصورت ضرب هر دو عدد به ) حاصل٢ 6 kصورت به ،5 6   است.  1
  است.  ٤٨ضرب سه عدد صحيح زوج متوالی مضرب  ) حاصل٣
گر حاصل٤   گاه حاصل جمعشان همواره زوج است.  ضرب دو عدد طبيعی زوج باشد، آن ) ا

  )89و  88هماهنگ كشوري (   يافت؟ توان نمیيک از عبارات زير مثال نقض  برای كدام  -34
گر٢  تر است.  توان سوم هر عدد حقيقی از توان دوم همان عدد بزرگ) ١ xy) ا  xگاه نآ ،0  yو 0  0.  
n2) مقدار عبارت٤  هميشه عددی گويا است.  ،ضرب هر دو عدد گويا ) حاصل٣   ، هميشه عددی اول است. nبرای هر عدد طبيعی 1

  )90، 91، 93هماهنگ كشوري (    ؟باشد نمیرست های زير همواره د يک از گزينه كدام  -35
گر) ١   ها همواره عددی زوج است.  گاه مجموع مربعات آن آن  دو عدد فرد باشد، bو aا
گر۲ x(xگاه باشد، آن ۳يک عدد صحيح و مضرب  x) ا )   است.  ۱۸مضرب  3
گر  )۳   است.  ۱۰ها مضرب  گاه مجموع آن باشند، آن ۵ضرب مو هر دو  دو عدد صحيح و فرد bو aا
n4) مقدار عبارت۴   دی اول است. ، هميشه عدnبرای هر عدد طبيعی 3

  )تمرين كتاب درسي(   است؟ نادرستيک از احكام زير  كدام  -36
  ) هر مربع يک مستطيل است. ٢    هر مستطيل يک مربع است. ) ١
  الاضلاع است.  ) هر مستطيل يک متوازی٤  الاضلاع است.  ) هر لوزی يک متوازی٣

  كدام عبارت درست است؟  -37
گر) ١   ممكن است گويا باشد.  xyگاه گنگ باشد، آن yی مخالف صفر وگويا ول xا
گر٢ xگاه باشد، آن گنگ yو گويا x) ا y  .گنگ است  
گر٣ xگاه گنگ باشد، آن yگنگ و x) ا

y
  گنگ است.  

گر٤ xگاه آن  گنگ باشد، yگويا و x) ا y  .ممكن است گويا باشد  
گر  -38   گاه كدام عدد همواره گنگ است؟ عددی گويا باشد، آن bعددی گنگ و aا

١(a (a b)2  ٢(ab(a b)  ٣(b ( a b )  ٤(( a b)( a b)   
گر  -39   همواره ............ است. yxگاه د، آنن............ باش yو xا

  ) گويا ـ گويا ٢    گنگ ـ گنگ ) ١
  طبيعی) طبيعی ـ ٤     ) يكی گنگ و ديگری گويا ـ گنگ٣

گر« ی شرطی جمله  -40 xا  xگاه آن ،2 2   )90آزمايشي سنجش رياضي (    است؟ ی شرطی زير جملهعادل كدام م »4
گر) ١ xا 2 xگاه آن ،4  گر٢    2 x) ا  xگاه  آن ،4  2  
گر٣ x) ا 2 xگاه آن ،4  گر٤    2 x) ا 2 xگاه آن ،4  2  

گر می  -41 گر خوش Cيا Bگاه سخت كار كند، آن Aدانيم ا سـخت كـار نخواهـد كـرد.  Aگـاه باشد، آنگذران  خوش Bگذران هستند و ا
گر می  بنابراين نتيجه   گاه:  سخت كار كند، آن Aگيريم ا

١(B ٢    گذران است.  خوش(C گذران است.  خوش  
٣(C ٤    باشد. گذران نمی خوش(B وC گذران هستند.  خوش  

گر وی سابقه كند. می شخصی برای استخدام به شركتی مراجعه می  -42 ی كاری خوب يا مدرک معتبر داشته باشد، در مصاحبه قبـول  دانيم ا
گر در مصاحبه قبول شود، است می كنون وی استخدام نشده است. بنابراين:  خدام میشود و ا   شود. ا
  ) وی مدرک معتبر نداشته است. ٢  ی كاری خوب داشته است.  ) وی سابقه١
  ی كاری خوب يا مدرک معتبر نداشته است.  ) وی سابقه٤  ی كاری خوبی داشته است و نه مدرک معتبر. ) وی نه سابقه٣



 جبر و احتمال  14   

  

  رياضي  ي  ا ستقر ا اصل 

 č·﹞]﹆﹞گر نر   نهايت از اين نردبان بالا برويم: توانيم تا بی می ،شرط زير برقرار باشد ٢دبانی با تعداد نامتناهی پله را در نظر بگيريد. ا
  ی اول نردبان بايستيم.  بتوانيم روی پله) ١
گر روی پله٢ k)ی بتوانيم پايمان را روی پله ،ام بوديمkی ) ا )   ی بعدی) قرار دهيم.  ام (پله1

  كنيم:  می بيانحال با اين مقدمه، اصل استقرای رياضی را 
  č¿.u1Ã` ¾0a﹆Fi0 ﹏q0فرض كنيدP(n) ی عدد طبيعی حكمی دربارهn گر )Pباشد. ا P(k، درستیP(k)ستیدرست باشد و از در 1( ) نتيجه  1

  نيز درست خواهد بود.  nبرای هر عدد طبيعی P(n)صورت شود، در اين
  داريم: های زير را برمی برای استفاده از اصل استقرا گام

nازای را به P(n)درستی حكم اول:گام     دهيم. نشان می 1
nازای به P(n)كنيم حكم فرض می دوم:گام  k يعنی)P(k) گر حكم بـرای . سپس ثابت میاست) درست nكنيم كه ا k گـاه  درسـت باشـد، آن

nحكم برای k  P(k(يعنی 1 )   ) نيز درست است.1
گر    توان آن را اثبات نمود.  ازای تعداد محدودی از اعداد طبيعی برقرار باشد، با استقرا نمی فقط به P(n)ا

  )90هماهنگ كشوري (  .برقرار است nازای هر عدد طبيعی ی زير به ل استقرای رياضی، ثابت كنيد كه رابطهبا استفاده از اص 

n n
n n      2 3

1 2 3 222 2 2 2 2
  

 čYi1C    
nازای به P(n)دهيم حكم نشان می گام اول:  )P  درست است: 1 ) :    1 3 1 11 22 2 2 2   
kو kبا جايگذاری گام دوم:    يابيم: ، فرض و حكم استقرا را میP(n)در nبه جای 1

k k
k kP(k) :      2 3

1 2 3 222 2 2 2 2
  :فرض استقرا  

k k k
k k kP(k ) :

 
        2 3 1 1

1 2 3 1 31 22 2 2 2 2 2
  :حكم استقرا  

kعبارت ،به طرفين تساوی فرضبرای اثبات حكم استقرا، كافی است 
k


1
1

2
  كنـيم. بـا ايـن كـار سـمت چـپ تسـاوی حكـم اسـتقرا بـه راحتـی  را اضافه  

  گردد: ايجاد می
k k k k
k k k k ( )* 

         2 3 1 1
1 2 3 1 2 122 2 2 2 2 2 2

 ( )( )  
)حال سمت راست تساوی   كنيم: را ساده می *(

k k k k k k
(k ) kk k k k k k ( )**    

                    1 1 1 1 1
2 2 12 1 2 4 1 3 32 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
  

)بنابراين با جايگذاری )در **(   شود: حكم ثابت می *(
k k k
k k k...

 
       2 3 1 1

1 2 3 1 322 2 2 2 2 2
  

nبا استفاده از اصل استقرا ثابت كنيد nبرای هر عدد طبيعی  n 5 4   پذير است.  بخش ۱۶بر عدد  1
 čYi1C بايد ثابت كنيمnP(n) : n q  5 4 1   است.  qzكه در آن 16

)P  گام اول: ) : ( )    11 5 4 1 1 0 16 0   
kP(k)  گام دوم: : k q  5 4 1   فرض استقرا :16

kP(k ) : (k ) q     11 5 4 1 1   حكم استقرا :16
  كنيم: ضرب می ۵در عدد را دو طرف فرض  برای اثبات حكم استقرا،


k k k( k ) ( q) k ( q) k k ( q)

 
            

4 1
1 15 5 4 1 5 16 5 20 5 5 16 5 4 16 5 16 5  

q
k kk ( q) k (k ) ( q k) q


              1 15 4 4 1 16 5 16 5 4 1 1 16 5 16  

  پس حكم ثابت شد.

۳ي  درسنامه
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۲توان 

 سمت راست نامساوی
 حاصل از فرض

سمت راست 
 نامساوی حكم با علامتش



  

  يافته تعميم   ي   ا ستقر ا  اصل 

گر nی عدد طبيعی حكمی درباره P(n)فرض كنيد mبرای P(m)باشد. ا  kبـرای هـر عـدد طبيعـی P(k)درسـت باشـد و از درسـتی 1 m 
P(kدرستی ) nهر عدد طبيعی برای P(n)گاه نتيجه شود، آن 1 m  .در هر مسأله بايددرست است)m (.مناسب را يافت  

  داريم: های زير را برمی يافته، گام برای استفاده از اصل استقرای تعميم
  يابيم. مناسب را می P(n)،mدر حكم n، ... به جای٣، ٢، ١ابتدا با جايگذاری اعداد طبيعی گام اول: 

گر حكم برای ثابت می وم:دگام  nكنيم ا k (k m) گاه حكم برای درست باشد، آنn k    نيز درست است. 1
nتوان نتيجه گرفت كه حكم برای هر عدد طبيعی صورت میدر اين  m .درست است  

 برای هـر عـدد طبيعـیرا مشخص كرده و سپس حكم را  mابتدا عدد طبيعی مناسب ، برای حكم زيريافته تعميم یاصل استقرا در 
n(n m).ثابت كنيد  

P(n) : n
n

    1 1 1 1
1 2 3   

 čYi1C  عدد مناسب١ابتدا با جايگذاری اعداد طبيعی با شروع ،m ازای هر عدد طبيعی يابيم كه به را میn m نامساوی فوق همواره برقرار است.  
n n

P(n)P (n)    
2 1 41 2 1 2

1 1 1 1 1 1 7 1 41 21 1 2

'''''''''"
/

/ /  

  نويسيم: باشد. حال فرض و حكم استقرا را می می ٢برابر  mترين مقدار پس كوچک

 P(k) : k (k )
k

     1 1 1 1 21 2 3 : فرض استقرا  

c
a

P(k ) : k
k k

       


1 1 1 1 11 11 2 3 1 


  حكم استقرا :

عبارت استقرا، به طرفين نامساوی فرضبرای اثبات، 
k 
1
  ) ايجاد شود:a(يعنیكنيم تا طرف چپ نامساوی حكم استقرا  را اضافه می 1

a b

k
k k k

      
 

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 1

 
( )  

aبنابراين به نامساوی b خواهيم ثابت كنيم رسيديم و میa c نظور كافی است نشان دهيم(حكم استقرا). برای اين مb c يـا)b c(.  زيـرا در ايـن
  صورت داريم:

a شود. حكم ثابت می b b c a b c a c,        
  توان از روش زير استفاده نمود: البته برای راحتی كار می

دهيم نامسـاوی  و نشـان مـی نويسيم را با علامتش می )c(يعنی ) را نوشته و سپس سمت راست نامساوی حكمbاز فرض (يعنی حاصلسمت راست نامساوی 
kتوجه به شرط باحاصل      همواره برقرار است. 2

)( k

k
cb

k kk k k k k ( k ) k k k
k k

 

 

               
 

1 2 2 2
1 0

1 1 11 1 1 1 1 11 1
''''''''"  

k k k k k k k      2 2 2 0'''''"  
kنامساوی فوق برای هر عدد طبيعی  nبرقرار است. پس حكم استقرا برای هر عدد طبيعی 2    درست است.  2

)nبرای اثبات حكم  -43 n ) n (n )       21 2 2 5 3 1 1  به روش استقرای رياضی، بايد به دو طرف فرض استقرا كدام عبـارت را
  )91هماهنگ كشوري (   ؟اضافه نمود

١(k ( k )3 2   ٢((k ) (k ) 21 2  ٣((k )( k ) 1 3 1  ٤((k )( k ) 1 3 2  

)برای اثبات حكم  -44 )( )( ) ( ) n
n(n )
    
 2

1 1 1 1 21 1 1 14 9 16 2 21
  به روش استقرای رياضی، بايد دو طرف فرض اسـتقرا را

  )87هماهنگ كشوري (   در چه عبارتی ضرب نمود؟ 

١(k k
k k



 

2
2

2
2 1

  ٢(k
k


3

2 4  ٣(k k
k k
 

 

2
2

4 3
4 4

  ٤((k )
k k



 

2
2

2
4 3
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   است؟ درست nازای هر عدد طبيعی به P(n)توان نتيجه گرفت  تحت چه شرايطی می  -45
گر) ١ )Pا P(k، درستیP(k)درست بوده و از درستی 2( )   نتيجه شود.  1
گر) ٢ )Pا )Pو 1( P(k، درستیP(k)درست بوده و از درستی 2( )   نتيجه شود.  2
گر٣ )P) ا P(k، درستیP(k)درست بوده و از درستی 2( )   نتيجه شود.  2
گر از درستی٤ P(k، درستیP(k)) ا )   نتيجه شود.   1

گرP(n)حكم یسردر بر  -46 )P، ا P(kبتوان حكم P(k)درست باشد و با فرض درستی 1( ) k)را ثابت كنيم 3 )Nگـاه . آنP(n) 
   باشد؟  حتماً درست می nازای كدام مقادير به
١({ n | n } 3 2 n  ٢({ n | n } 3 2 n  ٣({ n | n } 2 1 n  ٤({ n | n } 2 1 n  

حاصل عبارت  -47  
  
1 1 1

1 2 2 3 100 101تمرين كتاب درسيمشابه (    كدام است؟(  

١(101
100   ٢(99

100  ٣(100
99  ٤(100

101  

  )مثال كتاب درسي(     نوشت؟ ١صورت مجموع اعداد فرد متوالی با شروع از عدد  توان به يک از اعداد زير را می كدام  -48
١٢١) ٤  ١٥) ٣  ٦٢) ٢  ٥٤) ١  

حاصل  -49   2 2 2 210 11 12 20 با تغيير 93آزمايشي سنجش رياضي (   كدام است؟(  
٢٢٨٥) ٤  ٢٨٧٠) ٣  ٢٥٨٥) ٢  ٢٥٥٨) ١  

ــر  -50 گ ــوع مكعب ا ــروع از  مجم ــا ش ــوالی ب ــی مت ــداد طبيع ــای اع ــته ١ه ــد و داش ــداد باش ــوع آن اع ــع مجم ــا مرب ــر ب ، براب
nباشيم    3 3 3 31 2 3 90000،n 89آزمايشي سنجش رياضي (   كدام است؟(  

٣٦) ٤  ٣٥) ٣  ٢٥) ٢  ٢٤) ١  
گر   -51 حاصـل، برابر با مربع مجموع آن اعداد باشـد، ١های اعداد طبيعی متوالی با شروع از  مجموع مكعبا   3 3 3 310 12 14 30 

  )91سراسري (    كدام است؟
١١٤٤٠٠) ٤  ١١٤٣٠٠) ٣  ١١٤٢٠٠) ٢  ١١٤١٠٠) ١  

)nنامساوی ،aازای كدام مقدار به  -52 a) na  1 N(n؟باشد نمیبرقرار  همواره 1 )     )تمرين كتاب درسي(  

١(1
3  ٢(3

2  ٣( 3   ٤( 3
2  

nP(n)رياضی در مورد حكم ل استقرایاص  -53 : n    1 1 1 51 2 3 12 برای اعـداد طبيعـیn m ترين  برقـرار اسـت. كوچـک
  )89آزمايشي سنجش رياضي (   كدام است؟ mمقدار

٧) ٤  ٦) ٣  ٥) ٢  ٤) ١  
nيافته، برای حكم در اصل استقرای تعميم  -54 (n )!;(n m) :  4   كدام است؟ mعدد طبيعی مناسب 1

  )93 هماهنگ كشوري و و مشابه تمرين كتاب درسي 81(سراسري رياضي    ۵) ۲    ۴) ١
۳ (۶    ۴ (۷  

گر  -55 nازای آن نامساوی ترين عدد طبيعی باشد كه به كوچک m1ا n ازای هر  ترين عدد طبيعی باشد كه به كوچک m2برقرار باشد و 22
nعدد طبيعی m nنامساوی 2 n mگاه برقرار باشد، آن 22 .m1   )مشابه تمرين كتاب درسي(   كدام است؟ 2

٨ )٤  ٤) ٣  ٦) ٢  ٣) ١  
n)تعداد قطرهای يک  -56 ) n)ضلعی محدب بيشتر است؟ nقدر از تعداد قطرهای يک ضلعی محدب چه 1 ) 3  

١(n  ٢(n  1  ٣(n  1  ٤(n  2   
n)مجموع زوايای يک  -57 ) n)ضلعی محدب بيشتر است؟ nقدر از مجموع زوايای يک ضلعی محدب چه 1 ) 3  

١(90  ٢(360  ٣(270  ٤(180   
n)تعداد قطرهای يک  -58 )   ضلعی كدام است؟ nباشد. مجموع زوايای داخلی اين ضلعی می nضلعی، چهار برابر تعداد قطرهای يک 3

١(540  ٢(1080  ٣(900   ٤(720  
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 اتحاد مربع دوجمله ای

nدر اثبات نامساوی  -59 ( n ) ; n      211 2 3 2 1 1890سراسري (   رود؟ كار می ی بديهی به ، با كمک استقرای رياضی، كدام رابطه(  
١(k k ( k )   2 24 12 9 2 3  ٢(k k  1 2 3  ٣((k k ) ( k )   2 24 3 2 2 3  ٤(k k 1 2  

nدر اثبات نامساوی  -60
n(n );     


1 1 13 1 3 7 22 1

 يافته از كدام نامساوی بـديهی اسـتفاده شـده  با كمک استقرای تعميم
  )خارج از كشور و تمرين كتاب درسي 91سراسري (    است؟

١(k k2  ٢(k 12 2  ٣(k 12 3   ٤(k k 22 1  
nدر اثبات  -61 n ; n 22   )86سراسري خارج از كشور (   رود؟ كار می رياضی، كدام نامساوی بديهی به یبا روش استقرا 5

١(k k2  ٢(k  2 1 5  ٣((k ) 21 2  ٤((k ) 21 2  
nn!در اثبات حكم  -62   )92سراسري خارج از كشور (   شود؟ يافته، از كدام نامساوی بديهی استفاده می ، با اصل استقرای تعميم6

١((k ) ; k  1 6 5  ٢((k ) ; k  1 6 3   ٣(k ; k 2 6 3  ٤(k ; k 2 6 5  

در اثبات نامساوی  -63
n(n )

n!



1

  )84سراسري خارج از كشور (    با كمک استقرای رياضی، از كدام نامساوی بديهی استفاده شده است؟ 22
١(k k  12 1  ٢(k k 22  ٣(k k  2 1 1  ٤(k k 4 2  

  
بازگشتي   اثبات 

گيـريم و بـا انجـام  ها) حكـم قضـيه را درسـت در نظـر می ها و تساوی مجموعه ها، نامساوی ويژه در مورد تساوی گاهی اوقات برای اثبات بعضی قضايا (به
گر بتوانيم نشان دهيم كـه تمـامی مراحـل انجـام شـده  فرض قضيه می ی بديهی يا ر روی آن، به يک رابطهعمليات رياضی ب رسيم. در چنين وضعيتی، ا

  گاه اثبات ما معتبر خواهد بود.  پذير هستند، آن برگشت
گر    )91هماهنگ كشوري (  بت كنيد:دو عدد حقيقی باشند، با استفاده از اثبات بازگشتی ثا bو aا

a b (a ba)   2 22 1 2   čYi1C ی بديهی برسيم: حكم را درست فرض كرده و تا حد امكان آن را ساده كرده تا به يک رابطه  
a b a ab a a b a ab (a a ) (a ab b ) (a ) (a b)                      2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 2 1 2 2 0 2 1 2 0 1 0  

  .  شود میپس حكم اثبات  ،بنويسيم.) صورت را به های توانيم تمام علامت (میپذير است  نامساوی حاصل بديهی است و چون تمام مراحل بازگشت
cotنامساوی ،با استفاده از اثبات بازگشتی  (cos sin ) cot     22 1   را اثبات كنيد. 2

 čYi1C   cot (cos sin ) cot cot cos cot sin sin cos cot cot              2 2 2 2 2

1
2 1 2 2 2   

(sin cot sin cot ) (cos cot cos cot ) (sin cot ) (cos cot )                     2 2 2 2 2 20 2 2 0  
  پذير است. پس حكم مسأله ثابت شد. ديهی است و تمام مراحل برگشتی فوق ب رابطه

  استفاده كرد؟  توان نمیبرای اثبات درستی يک حكم از كدام روش   -64
  ) مثال نقض ٤  ) استقرای رياضی ٣  ) استدلال استنتاجی ٢  ) روش بازگشتی ١

ی بديهی و يا فرض قضـيه  رخی از اعمال مجاز به يک رابطهايم كه حكم برقرار باشد و پس از انجام ب در استدلال يک قضيه، فرض كرده  -65
  برای تكميل اثبات لازم است كدام مورد برقرار باشد؟ ،ايم رسيده

  اثبات قضيه كامل است و نياز به فرض ديگری نيست.) ١
  پذير باشد.  شده بازگشت ) مراحل انجام٢
  د مورد نياز است. ) يک مثال كه در شرايط قضيه صدق و از آن حكم قضيه نتيجه شو٣
  ارائه شود.  ) يک مثال نقض٤

شـود.  گاه منفی نمی ، هيچbو aضرب دو عدد حقيقی دلخواه كه حاصلاست صورت زير ثابت كرده  شخصی به كمک اثبات بازگشتی به  -66
a(همواره درست)   اثبات وی اشتباه است؟ قسمتكدام  b

ab ab a b ab (a b)
 

      
2 2 0 2 2 20 2 0 2 0 0  '''''''''"  

١(a b ab (a b)     2 2 22 0 0  ٢(ab a b ab    2 22 0 2 0  
٣(ab a b ab    2 22 0 2 0   ٤(ab ab  0 2 0  

۴ي  درسنامه




