
  گاج/  پرسمان جبر و احتمال  8   
  

  
  

  انواع استدلال
  درك شهودي 

  .  مسائل است بسياري ازها و حل درك شهودي انسان از جهان پيرامون و مسائل اطرافش راهگشاي او در كشف بسياري از پديده
توانيم بـا اطمينـان       گاه نمي   كنيم هيچ    وقتي از شهود خود استفاده مي      .در واقع شهود يك دانش غريزي يا احساس بدون استدلال است          

سازي كنيم     حدسيه ،كند تا مطالب رياضي را بهتر بفهميم        گيري ما درست است اما درك شهودي كمك مي          صددرصد بگوييم كه نتيجه   
  . و سپس حدس خود را ثابت نماييم

  استدلال تمثيلي يا قياسي
هـاي    ري از مفـاهيم و اثبـات       استفاده از تمثيل بـه درك بهتـر بـسيا          .تمثيل در واقع يافتن نوعي مشابهت بين مفاهيم گوناگون است         

  . تواند روشي قطعي براي اثبات يك مسأله باشد كند اما هرگز نمي رياضي كمك مي

  استدلال استقرايي
ها، نظم و الگويي در مشاهدات يافت و با ديدن ايـن              آوري اطلاعات و دقيق شدن در پديده        توان با جمع    هاي تجربي مي    در برخي پديده  

در واقـع   . شـود    ناميـده مـي    اسـتدلال اسـتقرايي   اين نوع استدلال،    . بيني نمود   نتايج مشاهدات بعدي را پيش      و كردهسازي    نظم حدسيه 
هـايي    اين نوع استدلال هـم محـدوديت      . ي محدودي از مشاهدات است      گيري كلي بر مبناي مجموعه      استدلال استقرايي روش نتيجه   

  . دارد و نتايج حاصل از آن خيلي هم قابل اطمينان نيستند

  استقراي رياضي
  :  خاصيت زير باشد دو دارايSي  مجموعهاي از اعداد طبيعي باشد، اگر  زيرمجموعهSفرض كنيد :اصل استقراي رياضي

1(S1  
k كهk به ازاي هر)2 S ،بتوان نتيجه گرفت كهباشد :(k ) S 1  

Sدر اين صورت    
  

نماهـايي كـه در اعـداد طبيعـي بيـان             اعداد طبيعي است و بـراي گـزاره       ي دستگاه     موضوع سازنده  اصولاصل استقراي رياضي يكي از      
  .دهد ند اثبات را تشكيل ميهاي نيروم  مبناي يكي از روش،شوند مي
  :توان اصل استقراي رياضي را به صورت زير هم بيان كرد مي

)Pاگر.  در اعداد طبيعي باشد    حكمي P(n)ض كنيد  فر :اصل استقراي رياضي    بتوان  ،P(k)، از درستي  k درست باشد و به ازاي هر      1(
P(kدرستي )1گاه  آن، را نتيجه گرفتP(n)به ازاي هر عدد طبيعي nدرست است .  

  
  :داريم هاي زير را برمي با استفاده از اصل استقراي رياضي، گام، P(n)در اعداد طبيعي، مانند) گزاره(بنابراين براي اثبات يك حكم 

nازاي دهيم كه حكم مسأله به  نشان مي)1 1 درست است؛ يعنيP( ) T1  
nازاي  كنيم كه حكم داده شده به  فرض مي)2 k درست باشد؛ يعنيP(k) T) فرض استقرا(  
P(kتوان درستي  ميP(k)دهيم كه از درستي  نشان مي)3 )1را نتيجه گرفت؛ يعنيP(k ) T 1) حكم استقرا(  

  : توجه كنيدبعدهاي  به مثال
  

  



  9  استدلال رياضي/ فصل اول
  

  
  

n  : ، داريمnبت كنيد كه براي هر عدد طبيعيبا استفاده از اصل استقراي رياضي ثا n(n )( n )     2 2 2 11 2 1 2 16  

 پاسخ:  P(n) : n n(n )( n )     2 2 2 11 2 1 2 16  

  P( ) : ( )( )( ) P( ) T       2 11 1 1 1 1 2 1 1 1 1 16  

P(k)                          )فرض استقرا(   T k k(k )( k )      2 2 2 11 2 1 2 16  

P(k      )حكم استقرا(   ) : k (k ) (k )(k )( k )         2 2 2 2 11 1 2 1 1 2 2 36  

P(kدرستيP(k)خواهيم از درستي    مي )1           را نتيجه بگيريم، براي ايـن منظـور بـه طـرفين برابـري فـرض، عبـارت(k ) را اضـافه  21
  : خواهيم داشتكنيم، مي

k(k )( k ) (k ) (k )(k( k ) (k ))
k (k ) k(k )( k ) (k )

       
           

2
2 2 2 2 2 1 2 1 6 1 1 2 1 6 111 2 1 1 2 1 16 6 6  

    (k )(k )( k )
P(k ) T

  
   

1 2 2 3 16
(k )( k k )  


21 2 7 6
6  

n      :بنابراين حكم داده شده براي تمام اعداد طبيعي درست است : P(n) T    
  

n  : از اصل استقراي رياضي ثابت كنيدبا استفاده  , (n )nn
     

2
1 1 1 21 4 9 1  

 پاسخ:  nP(n) :
nn

    
2

1 1 1 21 4 9 1  

  ( )
P( ) : P( ) T    


2 11 1 1 1 11 1  

kP(k)                   )فرض استقرا(   T
kk

      
2

1 1 1 21 4 9 1  

kP(k      )حكم استقرا(   ) :
kk (k )

      
2 2

1 1 1 1 2 21 1 4 9 21
  

 عبارت،به طرفين نابرابري فرض
(k ) 2

1
1

  :افزاييم، خواهيم داشت  را مي

  k
kk (k ) (k )

      
 2 2 2

1 1 1 1 2 11 4 9 11 1
  

Aچه بدانيم كه  چنان  B،براي آن كه ثابت كنيم A Cكافي است نشان دهيم كه ،B C  است و اين از اصل تعـدي در 
  .شود ها به سادگي نتيجه مي نامساوي
  :ان دهيمشود كه براي اثبات حكم كافي است نش ي نابرابري اخير با حكم استقرا، نتيجه مي از مقايسه

  k k
k k(k )

 
  2

2 1 2 2
1 21

  

  k(k )(k ) (k ) (k )(k )k k
k k(k ) (k ) (k )

           
   

2

2 2
2 1 2 2 2 1 12 1 2 2 0 01 21 1 2

  

  k k k k k k k k k

(k ) (k ) (k )(k )

            
   

3 2 2 3 2

2 2
2 4 2 4 2 2 6 6 2 0 0

1 2 2 1
  

P(k پس،پذير است   و روابط هم برگشت)kچون (ي اخير بديهي رابطه ) T 1 ؛ در نتيجه:  n : P(n) T    
  .كنيد را مطالعه 7ي  نامه پذير بودن روابط، درس هتر مفهوم برگشتبراي درك ب 
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   نامساوياصل تقويت يك
 .)شـود  بلكه نامساوي تقويت هم مي    . (شود تر يك نامساوي، يك مقدار مثبت را كم كنيم، جهت نامساوي عوض نمي             چه از طرف كوچك    چنان
A  :يعني B C , C A B    0  

  : توجه كنيدشكل مقابلتوانيد به  براي درك بهتر مي
  !)ها كشسان هستند ي افقي ثابت است و نخ در مورد شكل توجه كنيد كه ميله(

  (H h)  
  
  

  
naاگر , ...,a ,a2    : ثابت كنيدn عدد طبيعي عددهاي حقيقي مثبت باشند، با استقرا روي1

  n n( a )( a )...( a ) a a ... a       1 2 1 21 1 1 1  
 پاسخ:  n ( a ) a P( ) T      1 11 1 1 1  

k  ) فرض استقرا(   kP(k) T ( a )( a )...( a ) a a ... a         1 2 1 21 1 1 1  
k  ) حكم استقرا(   k k kP(k ):( a )( a )...( a )( a ) a a ... a a           1 2 1 1 2 11 1 1 1 1 1  

)kطرفين نابرابري فرض استقرا را در a ) 11   :كنيم، خواهيم داشت  ضرب مي0
  k k k k( a )( a )...( a )( a ) ( a a ... a )( a )          1 2 1 1 2 11 1 1 1 1 1  

  k k ka a ... a a ( a a ... a )         1 2 1 1 21 1  
  k k k k

... ...a a a a a (a a a )          1 2 1 1 1 21  
  k k...a a a a P(k ) T


        1 2 11 1  

  n :P(n) T    
  
  

  .كنيدهاي داده شده را ثابت  تساوي عدد طبيعي باشد، با استفاده از اصل استقراي رياضي n، اگر19 تا 1در سؤالات ـ 

1 . ( n ) n      21 3 5 2 1  )92 دي -نهايي(  

2 . 
n(n )n 

    
11 2 3 2  )92 شهريور -نهايي(  

3 . 
n(n )( n )n  

   2 2 2 1 2 11 2 6  )92 خرداد -نهايي(  

4 . ... n( n ) n (n )       21 2 2 5 3 1  )91 شهريور -نهايي(  1

5 . 
n(n )n ( )

    3 3 3 3 211 2 3 2   )85د  خردا- و خارج از كشور90 شهريور -نهايي( 

6 . n n... n (n )           1 2 3 11 2 2 2 3 2 2 1 2 2 

7 . n n n( ) ( ) ( ) ... n( n )          
3 24 9 51 3 2 5 3 7 2 1  )89 خرداد -نهايي(  6

8 . n n     1 2 3
2 2 2 2 11

3 3 3 3 3
  )84 خرداد - خارج از كشور-85 و خرداد 89دي  -نهايي( 

9 . 
n

n(n ) n
    

    
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1 1  )93 شهريور -نهايي( 

10 . n... ( n )( n ) ( n )    
     
1 1 1 1

9 11 11 13 13 15 2 7 2 9 9 2  )90 دي -نهايي(  9

 اصل تقويت نامساوي
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11 . n n
n n...      2 3

1 2 3 222 2 2 2 2
  )90 خرداد -نهايي(   

12 . ...! ! n n! (n )!        1 1 2 2 1  )86 شهريور - و خارج از كشور83خرداد  -نهايي(   1

13 . n...
! ! ! n! n!

     0 1 2 1 111 2 3 

14 .   n( n)! n! ... ( n )       2 2 1 3 5 2  )88 خرداد -نهايي(   1

15 . 
n n...           

             
         

2 3 4 1 2
2 2 2 2 3  

16 . n(n )(n )...(n n) ... ( n )         1 2 2 1 3 5 2 1  

17 . n( )( )...( ) (n )(n )
   
 2

1 1 1 21 1 14 9 2 11
 )87دي  -نهايي(   

18 . 
n n

n( )
n... ( )


    

1 21 1 1 2
2 4 2 282 4 8 2 2  

19 . nlog x n log x،(x ) 0 

A ثابت كنيد اگر،با استفاده از اصل استقراي رياضي . 20     
2 1
1 n  :  گاه آن،0 n nA n n

      
1

1  

  . هاي داده شده را به كمك اصل استقرا ثابت كنيد  باشد، نامساويn، اگر28 تا 21در سؤالات ـ 

21 . ...
nn

     2 2 2 2
1 1 1 1 12

1 2 3
 22 . ... n

n
    1 1 11

2 3
  

23 . n
...   2

1 1 1 12 2 2
  24 . n...

n(n ) n
   

   
1 1 1

1 3 2 4 2 1 

25 . n( ) n  1 7 1 n . 26 )85 و 87ر شهريو -نهايي(                7 n 2 1 

27 . n( ) n  1 3 1  . 28 )91 خرداد -نهايي(                            3
n n

nx y x y( ) ,(x , y ) 
  02 2 

| به صورت  b و a براي هر دو عدد حقيقي     ينامساوي مثلث  . 29 a b | | a | | b |    با استفاده از استقرا ثابت كنيد كه براي هر        .  برقرار استn 
nxعدد حقيقي , ..., x , x2 n: داريم1 n... ...| x x x | | x | | x | | x |      1 2 1   )8ي   شماره-12ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(  2

  
  

  پذيري بخش
b،(bوaاعداد صحيح  )0    گوييم عدد صحيح   مي.  را در نظر بگيريدa بر b نويسيم  پذير است و مي     بخشb | a،    هرگاه عدد صحيحي 

a: به طوري كه،اشته باشد وجود دqمانند bq  
  

n، nبا استفاده از اصل استقرا ثابت كنيد كه براي هر عدد طبيعي 24   .پذير است  بخش5 بر 1
 بايد نشان دهيم كه :پاسخ n| 25 4 nP(n)  : يا به عبارت ديگر1 : r , (r )  24 1 5  

)  :داريم )P( ) : r r r P( ) T       2 11 4 1 5 15 5 3 1  
kP(k)             حكم استقرا( ) : r , (r )     2 21 4 1 kP(k)             )فرض استقرا(  5 T r , (r )    24 1 5  

  :خواهيم داشتكنيم؛  ضرب مي24در  فرض را تساويطرفين
  k k k k( r)( ) ( )r ( )r ( )r                  2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 5 4 4 16 16 5 4 1 15 16 5 4 1 16 5 15  

  k k( r ) r , (r ) P(k ) T n : P(n) T                2 2 2 24 1 5 16 3 4 1 5 1  
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1     P(n) : ( n ) n      21 3 5 2 1  
      P( ) : ( )    21 2 1 1 1 1 1  

P(k)  حكم استقرا(  ) : ( k ) ( k ) (k )          21 1 3 5 2 1 2 1 1 ,) فرض استقرا   (P(k) : ( k ) k      21 3 5 2 1  
)به دو طرف فرض استقرا k )2   :كنيم، خواهيم داشت  را اضافه مي1

  ( k ) ( k ) k ( k ) k k (k )              2 2 21 3 5 2 1 2 1 2 1 2 1 1  
  . برقرار استnبنابراين حكم براي هر عدد طبيعي

2     n(n )
P(n) : n


    

11 2 3 2  

      ( )
P( ) :


  

1 1 11 1 1 12  

k)) حكم استقرا(  )(k )
P(k ) : k (k )

 
       

1 21 1 2 3 1 2  ,)  فرض استقرا  (k(k )
P(k) : k


    

11 2 3 2  
k)ابه دو طرف فرض استقر )1كنيم، خواهيم داشت  را اضافه مي:  

  k (k ) (k )k(k ) (k )(k )
k (k ) (k )

    
          

1 2 11 1 21 2 3 1 12 2 2  
  . برقرار استnبنابراين حكم براي هر عدد طبيعي

3     n (n )( n )
P(n) : n

 
   2 2 2 1 2 11 2 6  

     ( )( )
P( ) :

 
  2 1 1 1 2 11 1 1 16  

k)    فرض استقرا(   (k )( k )
P(k) : k

 
   2 2 2 1 2 11 2 6  

k))    حكم استقرا(   )(k )( k )
P(k ) : k (k )

  
      2 2 2 2 1 2 2 31 1 2 1 6  

k)به دو طرف فرض استقرا )   :كنيم، خواهيم داشت  را اضافه مي21

  k(k )( k ) (k )k(k )( k )
k (k ) (k )

    
        

2
2 2 2 2 2 1 2 1 6 11 2 11 2 1 16 6  

  (k )(k( k ) (k )) (k )( k k ) (k )(k )( k )         
  

21 2 1 6 1 1 2 7 6 1 2 2 3
6 6 6  

  .قرار است برnبنابراين حكم براي هر عدد طبيعي

4     P( ) : ( ) P( ) T    21 1 2 1 1 1 1 

P(k)                                           )فرض استقرا(   T ... k( k ) k (k )         21 2 2 5 3 1 1  
P(k       )حكم استقرا(   ) : ... k( k ) (k )( k ) (k ) (k )            21 1 2 2 5 3 1 1 3 2 1 2  

k)به طرفين تساوي فرض، عبارت )( k ) 1 3   : كنيم  را اضافه مي2
  ... k( k ) (k )( k ) k (k ) (k )( k )             21 2 2 5 3 1 1 3 2 1 1 3 2  

  (k )(k k ) (k )(k )(k ) (k ) (k ) P(k ) T             2 21 3 2 1 1 2 1 2 1  
  . بنابراين حكم مسأله براي تمام اعداد طبيعي درست است

5     ( )
P( ) : P( ) T( )

    3 21 1 11 1 1 1 12 

k(k  ) فرض استقرا(   )
P(k) T k ( )

      3 3 3 3 211 2 3 2  

k)  ) حكم استقرا(   )(k )
P(k ) : k (k ) ( ) 

       3 3 3 3 3 21 21 1 2 3 1 2  
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k) استقرا، عبارتبه طرفين فرض )   :كنيم را اضافه مي 31

  k(k ) k (k )
k (k ) (k ) (k )( ) 

           
2 2

3 3 3 3 3 2 3 31 11 2 3 1 1 12 4  

  k (k ) (k ) (k ) (k k ) (k ) (k ) (k )(k )
P(k ) T( )         

      
2 2 3 2 2 2 2

21 4 1 1 4 4 1 2 1 2 14 4 4 2  
  . بنابراين حكم مسأله براي تمام اعداد طبيعي صحيح است

6     n nP(n) : ... n (n )           1 2 3 11 2 2 2 3 2 2 1 2 2  
  P( ) : ( ) P( ) T       1 1 11 1 2 1 1 2 2 2 2 1  

k   ) فرض استقرا(   kP(k) T ... k (k )             1 2 3 11 2 2 2 3 2 2 1 2 2  
k  ) ستقراحكم ا(   k kP(k ) : ... k (k ) k              1 2 3 1 21 1 2 2 2 3 2 2 1 2 2 2  

k(k، عبارتبه طرفين تساوي فرض )  11   :آيد دست مي كنيم، به  را اضافه مي2
  k k k k... k (k ) (k ) (k )                1 2 3 1 1 11 2 2 2 3 2 2 1 2 1 2 2 1 2  

  kk P(k ) T     22 2 1k( k)  12 2 2k((k ) (k ))     11 1 2 2  
  .هاي طبيعي درست استپس حكم به ازاي تمام عدد

7      P( ) : P( ) T     4 9 51 3 3 3 16 

k  ) فرض استقرا(   k kP(k) T ( ) ( ) ... k( k )          
3 24 9 51 3 2 5 2 1 6  

k)   )حكم استقرا( ) (k ) (k ) k k kP(k ):( ) ( ) ... k( k ) (k )( k )
                  

3 2 3 24 1 9 1 5 1 4 21 35 181 1 3 2 5 2 1 1 2 3 6 6  
k)رض، عبارتفبراي اثبات حكم استقرا، به طرفين  )( k ) 1 2   :كنيم  را اضافه مي3

  k k k( ) ( ) ... k( k ) (k )( k ) (k )( k )             
3 24 9 51 3 2 5 2 1 1 2 3 1 2 36  

  k k k ( k k ) k k k P(k ) T
           

3 2 2 3 24 9 5 6 2 5 3 4 21 35 18 16 6  
  . پس حكم به ازاي تمام اعداد طبيعي درست است

8     P( ) : P( ) T     2 1 2 21 1 13 3 3 3 

   ) فرض استقرا(  
k k

P(k) T      2
2 2 2 113 3 3 3

  

    )حكم استقرا(  
k k k

P(k ) :
 

       2 3 1 1
2 2 2 2 2 11 13 3 3 3 3 3

  

، عبارتبه طرفين فرض
k1
2

3
  :افزاييم را مي 

k k k k k
P(k ) T

  
           2 1 1 1

2 2 2 2 1 2 11 1 13 3 3 3 3 3 3
  

  . پس حكم به ازاي تمام اعداد طبيعي درست است

9     nP(n) :
n(n ) n

   
   
1 1 1

1 2 2 3 1 1  

    P( ) :   
 
1 1 1 11 1 2 1 1 2 2  

kP(k))  فرض استقرا(   :
k (k ) k

   
   
1 1 1

1 2 2 3 1 1  

kP(k)  حكم استقرا(   ) :
k (k ) (k )(k ) k

     
     
1 1 1 1 11 1 2 2 3 1 1 2 2  

به دو طرف فرض استقرا عبارت
(k )(k ) 

1
1   :كنيم، خواهيم داشت  را اضافه مي2

  k (k )k
k (k ) (k )(k ) k (k )(k ) (k )(k )

 
      

         
2 11 1 1 1 1

1 2 2 3 1 1 2 1 1 2 1 2  

  (k )k k k
(k )(k ) (k )(k ) k

    
    

22 12 1 1
1 2 1 2 2  

  .، حكم برقرار استnبنابراين براي هر عدد طبيعي
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10     P( ) : P( ) T
( )

  
  
1 11 19 11 9 2 9 

kP(k)     )فرض استقرا(   T ...
( k )( k ) ( k )

      
     
1 1 1 1

9 11 11 13 13 15 2 7 2 9 9 2 9  

kP(k         )حكم استقرا(   ) : ...
( k )( k ) ( k )( k ) ( k )

    
     
1 1 1 11 9 11 2 7 2 9 2 9 2 11 9 2 11  

 عبارت،به طرفين تساوي فرض استقرا
( k )( k ) 

1
2 9 2   : كنيم   را اضافه مي11

  k...
( k )( k ) ( k )( k ) ( k ) ( k )( k )

     
        
1 1 1 1 1

9 11 11 13 2 7 2 9 2 9 2 11 9 2 9 2 9 2 11  

  k( k ) (k )( k )k k k P(k ) T
( k )( k ) ( k )( k ) ( k )( k ) ( k )

           
      

22 11 9 1 2 92 11 9 1 19 2 9 2 11 9 2 9 2 11 9 2 9 2 11 9 2 11  

  . پس حكم مسأله براي تمام اعداد طبيعي درست است

11    
n n
n n...P(n) :      2 3

1 2 3 222 2 2 2 2
  

  P( ) : P( ) T     1 1
1 1 2 1 11 2 12 22 2

  

                     )فرض استقرا(  
k k
k k...P(k) T        2 3

1 2 3 222 2 2 2 2
  

            )حكم استقرا(  
k k k
k k k...P(k ) :

 
        2 3 1 1

1 2 3 1 31 22 2 2 2 2 2
  

، عبارتبه طرفين برابري فرض
k

k



1
1

2
  : خواهيم داشت.كنيم  را اضافه مي

  
k

k P(k ) T

    1

32 1
2k k

(k ) k k
 

        1 1
2 2 1 32 2

2 2k k k k
k k k k...

 
         2 3 1 1

1 2 3 1 2 122 2 2 2 2 2 2
  

  n : P(n) T    

12    ...P(n) : ! ! n n! (n )!        1 1 2 2 1 1  
  P( ) : ! ( )! P( ) T       1 1 1 1 1 1 1 1 1  

P(k)       )فرض استقرا(   T ! ! ... k k! (k )!          1 1 2 2 1 1  
P(k...  )حكم استقرا(   ) : ! ! k k! (k )(k )! (k )!            1 1 1 2 2 1 1 2 1  

k) عبارت،فرضبه طرفين تساوي  )(k )! 1   :آيد دست مي  به،كنيم  را اضافه مي1
  ! ! ... k k! (k )(k )! (k )! (k )(k )!              1 1 2 2 1 1 1 1 1 1  

  P(k ) T  1(k )!( (k )) (k )!(k ) (k )!           1 1 1 1 1 2 1 2 1  
  .بنابراين تساوي داده شده به ازاي تمام اعداد طبيعي درست است

13    nP(n) : ...
! ! ! n! n!

     0 1 2 1 111 2 3  

  P( ) : P( ) T
! !
      1 1 11 1 0 0 11 1  

k...P(k)                )فرض استقرا(   T
! ! ! k! k!

       0 1 2 1 111 2 3  

k    )حكم استقرا(   k...P(k )
! ! ! k! (k )! (k )!

        
 

0 1 2 1 11 11 2 3 1 1  

n به ازاي  مسألهفرض كنيم حكم     k       درست باشد؛ بايد نشان دهيم به ازاي n k 1 ن تـساوي فـرض  بـه طـرفي  .  هم درست اسـت ،

kعبارت
(k )!1خواهيم داشت،افزاييم را مي :  

  P(k ) T
(k )!

    

11 11

(k ) k k k
(k )! (k )!

        
 
1 11 11 1

k k k...
! ! ! k! (k )! k! (k )!

       
 

0 1 2 1 111 2 3 1 1  

  .ي اعداد طبيعي صحيح است براي همهمسألهبنابراين حكم 
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14     n ...P(n) :( n)! n! ( n )       2 2 1 3 5 2 1  
  P( ) :( )! ! ( ( ) ) P( ) T        11 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1  

                                                  )فرض  استقرا(   k ...P(k) T ( k)! k! ( k )         2 2 1 3 5 2 1  
              ) حكم استقرا(   k ...P(k ) :( k )! (k )! ( k ) ( k )            11 2 2 2 1 1 3 5 2 1 2 1  

) عبارتطرفين تساوي فرض را در k )( k ) 2 1 2   :كنيم؛ خواهيم داشت  ضرب مي2
 k ...( k)!( k )( k ) k! ( k ) ( k )( k )           2 2 1 2 2 2 1 3 5 2 1 2 1 2 2  

   k( k )! k! ... ( k ) ( k )( )(k )           2 2 2 1 3 5 2 1 2 1 2 1  
   k (k )! ... ( k ) ( k )          12 1 1 3 5 2 1 2 1   k( ) k!(k ) ... ( k ) ( k )           2 2 1 1 3 5 2 1 2 1  

  P(k ) T n :P(n) T      1  

15    n n
...P(n) :

          
             

         

2 3 4 1 2
2 2 2 2 3

  

  P( ) : P( ) T
        

             
       

1 1 1 2 2 3
1 1 1 1

2 3 2 3
  

k                   )فرض استقرا(   k
...P(k) T

          
               

         

2 3 4 1 2
2 2 2 2 3

  

k           )قراحكم است(   k k
...P(k ) :

             
                 

           

2 3 4 1 2 3
1

2 2 2 2 2 3
  

kي  جمله،به طرفين برابري فرض  
 
 

2
2

  :افزاييم، خواهيم داشت را مي

  (k )! (k )!
!(k )! !k!
 

 

2 2

3 1 2
k k k k

...
                

                   
             

2 3 4 1 2 2 2
2 2 2 2 2 3 2

  

  k(k )!
P(k ) T

!k!

 
     

 

33 13 3
(k )!(k )

!k!
 


2 3
3

k(k )! (k )!
!k!

  


2 3 2
3  

  n : P(n) T    

 n n!
r!(n r)!r

 
   

  

16     nP(n) : (n )(n )...(n n) ... ( n )         1 2 2 1 3 5 2 1  
  P( ) :( ) ( ( ) ) P( ) T      11 1 1 2 2 1 1 2 2 1  

kP(k)  ) فرض استقرا(                     T (k )(k )....(k k) ... ( k )           1 2 2 1 3 5 2 1  
kP(k   )حكم استقرا(                     ) :(k )(k )...(k k ) ... ( k )( k )            11 2 3 2 2 1 3 5 2 1 2 1  

  :فاده از فرض استقرا داريمبا است

  
k ... ( k )

(k )(k )...(k k)
(k )

     
   


2 1 3 5 2 12 3 1  

  : خواهيم داشت،حكمعبارت در سمت چپ با جايگزين كردن حاصل بالا 

  
k ... ( k )

(k )(k )...(k k ) (k k )(k k )
(k )

     
        


2 1 3 5 2 12 3 2 1 21  

  k ... ( k )( k ) P(k ) T          12 1 3 5 2 1 2 1 1
k ... ( k )

( k ) (k )
(k )

     
    


2 1 3 5 2 1 2 1 2 11  

  n :P(n) T    

17    nP(n) : ( )( )...( )
(n )(n )

   
 2

1 1 1 21 1 14 9 2 11
  

  P( ) : P( ) T
( )( )

     
 2

1 1 2 3 31 1 12 1 1 4 41 1
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nفرض كنيم حكم به ازاي  kدرست باشد :  k( )( )...( )
(k )(k )

   
 2

1 1 1 21 1 14 9 2 11
P(k) T   

nبايد ثابت كنيم تساوي داده شده به ازاي k 1 يعنيدرست است، هم :  

  kP(k ) :( )( )...( )( )
(k )(k ) (k )

     
 2 2

1 1 1 1 31 1 1 1 14 9 2 21 2
  

)طرفين فرض را در )
(k )


 2
11

2
  :كنيم؛ داريم  ضرب مي

  k( )( )...( )( ) ( )
(k )(k ) (k ) (k )

     
  2 2 2

1 1 1 1 2 11 1 1 1 14 9 2 11 2 2
  

  (k ) (k k )k k k k k
(k ) (k ) (k )(k ) (k ) (k )

             
    

2 2 2

2 2 2
2 1 4 4 12 2 2 4 3

2 1 2 1 2 12 2 2
  

  (k ) (k )(k ) k P(k ) T n :P(n) T
(k ) (k )(k )

           
  2
2 1 3 3 12 1 2 22

  

18    n n
n( )

nP(n) : ... ( )


    

1 21 1 1 2
2 4 8 2 22 4 8 2 2  

  
( )

P( ) :( ) P( ) T


    

1 1
1 1 2 1 12

1 2 2 2 21 2 2 2 2 1  

k                             )فرض استقرا(   k
k( )

kP(k) T ... ( )


      

1 21 1 1 2
2 4 8 2 22 4 8 2 2  

k           )حكم استقرا(   k k
k( )

k kP(k ) : ... ( ) ( )
 


      

1 1
1 1 31 1 1 2

12 4 8 2 2 21 2 4 8 2 2 2  

)kk عبارت فرض را دريطرفين برابر )
 1

1
1   : خواهيم داشتكنيم،  ضرب مي22

  k k k k
k( )

k k k... ( ) ( ) ( )
 


       

1 1
1 1 2 11 1 1 2

1 12 4 8 2 2 2 22 4 8 2 2 2 2  

  k k k k k k
(k ) (k )k k k k k( ) ( ) ( )

P(k ) T
   

          
       

1 1 1 1
2 2 12 1 2 1 32 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 1  
  n :P(n) T    

nازايبه  19 1داريم :  log x ( ) log x log x log x  1 1  
nپس تساوي به ازاي 1برقرار است .  

nفرض كنيم kفرض استقرا(  :  يعني، در تساوي صدق كند (  klog x k log x  
nبايد نشان دهيم تساوي به ازاي k 1حكم استقرا(  : يعني، هم درست است (   klog x (k ) log x  1 1  

  k k klog x log(x x) log x log x k log x log x (k ) log x      1  
1

 
  

nپس k 1ي اعداد طبيعي درست است لذا اين اتحاد به ازاي همهكند،  هم در اين رابطه صدق مي.  

20    n A A                
1 1 1 1 2 11 1 1 1 1 0  

nپس به ازاي 1حكم درست است .  

nفرض كنيم به ازاي k،فرض استقرا (   : يعني، حكم صحيح باشد(     k k kA k k
      

1
1  

k     )حكم استقرا (  :بايد ثابت كنيم كه  k k(k ) (k )A (k ) (k ) k k
                     

1 2 11 1 1
1 1 1 1  

  :داريم
k k k k k k(k ) ( )k ( k) ( )( k )A AA ( )(k ) ( )(k) ( )( k) ( )( k )k k k k
                                         

1 2 1 1 2 12 1 1 2 1 1
1 1 0 1 0 11 0 1 1  

  به ازايمسألهحكم n k 1عيي اعداد طبيي داده شده براي همهدر نتيجه تساو . هم درست استn استدرست .  

 طبق فرض

 طبق فرض
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21    P(n) : ...
nn

     2 2 2 2
1 1 1 1 12
1 2 3

  

  P( ) : P( ) T     2
1 11 2 1 1 111

  

P(k)                                   )فرض استقرا(   T ...
kk

      2 2 2
1 1 1 12
1 2

  

P(k               )حكم استقرا(   ) : ...
kk (k )

      
2 2 2 2

1 1 1 1 11 2 11 2 1
  

 عبارت ،به طرفين نامساوي فرض
(k ) 2

1
1

...  : خواهيم داشت ،افزاييم  را مي
kk (k ) (k )

       
 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 12
1 2 3 1 1

  

  : شود براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم با نابرابري حكم نتيجه مي) عادل فرض استقرا استكه م(ي نابرابري اخير از مقايسه

  
k k(k )

   
 2

1 1 12 2 11
  

   :ي نامساوي حكم داريم در ادامه

  (k ) k k(k ) k k k k k
k(k )k(k ) k(k )

                
 

2 2 2

2 2
1 1 2 1 10 0 011 1k k(k )

   
 2

1 1 1 011
  

P(k پس،هستندپذير  بديهي و روابط هم برگشت،نابرابري اخير ) T 1  است درستي اعداد طبيعي   به ازاي همهمسألهحكم لذا و .  

22    ...P(n) : n
n

    1 1 11
2 3

  

  P( ) : P( ) T  11 1 1
1

  

P(k)...                                         )فرض استقرا(   T k
k

      1 1 11
2 3

  

P(k...                      )حكم استقرا(   ): k
k k

       


1 1 1 11 1 1
2 3 1

  

 عبارت به طرفين نابرابري فرض،
k 
1

1
...  :  خواهيم داشت ،كنيم   را اضافه مي k

k k k
      

 
1 1 1 1 11
2 3 1 1

  

k  : شود كه براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم  ي نابرابري اخير با نابرابري حكم نتيجه مياز مقايسه k
k

  


1 1
1

  

Aتوجه كنيد چنانچه بدانيم( Bو بخواهيم ثابت كنيم A Cكافي است نشان دهيم ،B C(  

  k k (k ) k ( k k )k k kk k
k k k k

               
   

1 1 1 11 11 0 0 0 0
1 1 1 1

  

P(k پس،پذير استابط برگشتوي اخير بديهي و ررابطه ) T 1و در نتيجه :  n : P(n) T    

23    
n

...P(n) :    2
1 1 1 12 2 2

  

  P( ) : P( ) T  11 1 12  

                           )فرض استقرا(  
k

...P(k) T     2
1 1 1 12 2 2

  

                  )حكم استقرا(  
k k

...P(k ) :


     2 1
1 1 1 11 12 2 2 2

  

1طرفين نابرابري فرض را در
    :كنيم   ضرب مي2

k k
...


    2 3 1

1 1 1 1 1
22 2 2 2

  

1حال به طرفين نابرابري اخير
  : خواهيم داشت،كنيم  اضافه مي2

  
k k

... P(k ) T


          2 3 1
1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 22 2 2 2

  

    n : P(n) T    
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24   nP(n) : ...
n(n ) n

   
   
1 1 1

1 3 2 4 2 1  

  P( ): P( ) T
( )

    
  

1 1 1 11 11 1 2 1 1 3 2  

kP(k)                                               )فرض استقرا(   T ...
k(k ) k

     
   
1 1 1

1 3 2 4 2 1  

kP(k                     )حكم استقرا (   ): ...
k(k ) (k )(k ) k

     
     
1 1 1 1 11 1 3 2 4 2 1 3 2  

 عبارتبه طرفين نامساوي فرض،
(k )(k ) 

1
1   : خواهيم داشت،كنيم  را اضافه مي3

  k...
k(k ) (k )(k ) k (k )(k )

     
       
1 1 1 1 1

1 3 2 4 2 1 3 1 1 3  

  :شود كه براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم ي اين نامساوي با حكم نتيجه مي از مقايسه

  k k
k (k )(k ) k

 
   

1 1
1 1 3 2  

k(k )(k ) k (k )(k )(k )k k
k (k )(k ) k (k )(k )(k )

            
      

2 3 2 1 1 31 1 0 01 1 3 2 1 2 3  

k k k k k k k k k k
(k )(k )(k ) (k )(k )(k )

              
     

3 2 2 3 2 23 2 6 2 2 3 6 3 10 01 2 3 1 2 3  

P(k پس،پذير استاين رابطه بديهي و روابط بالا هم برگشت ) T 1و حكم براي تمام اعداد طبيعي درست است . 

25    P( ) : ( ) ( ) P( ) T        11 1 7 1 7 1 1 7 1 7 1 

kP(k)        )فرض استقرا(   T ( ) k    1 7 1 7  
kP(k     )حكم استقرا(   ) : ( ) (k )    11 1 7 1 7 1  

1طرفين فرض را در )k  : كنيم  ضرب مي 7 ) ( k)( )   11 7 1 7 1 7  
):براي اثبات حكم كافي است ثابت كنيم k)( ) (k )    1 7 1 7 1 7   :، داريم1

  ( k)( ) (k ) k k k k k               1 7 1 7 1 7 1 1 7 7 7 1 7 7 7 0 0  
P(k بنابراينپذير هستند،  و روابط برگشتي اخير بديهي است رابطه ) T 1  حكم به ازاي تمام اعداد طبيعي برقرار استو .  

26    nP(n) : n 2 1  
  P( ): P( ) T     11 2 1 1 2 2 1  

kP(k)                         )فرض استقرا(   T k   2 1  
kP(k                           )حكم استقرا(   ): k  11 2 2  

k  : آيد دست مي   به،كنيم   ضرب مي2طرفين فرض را در (k )  12 2 1  
k)  : براي اثبات حكم كافي است نشان دهيم ) k  2 1 2  

  k k k     2 2 2 0  
P(k پسهستند، پذير اين رابطه بديهي و روابط هم برگشت  ) T 1و در نتيجه :   n :P(n) T   

27    P( ) : P( ) T    1 1 3 1 3 1 

  P( ) : ( ) P( ) T         22 1 3 1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 2  
kP(k)                 )فرض استقرا(   T ( ) k    1 3 1 3  
kP(k             )حكم استقرا(   ) : ( ) (k )    11 1 3 1 1 3  

1 نامساوي فرض را در عبارت دو طرف )k  :  كنيم   ضرب مي3 ) ( k )( )   11 3 1 3 1 3  
)  : م كهكافي است ثابت كني k )( ) (k ) ( )*    1 3 1 3 1 1 3  

k  :داريم k k k       1 3 3 3 1 3 3 3 0  
) نامساوي،پذير بودن روابط به يك نامساوي بديهي رسيديم كه با توجه به برگشت  . شود  و لذا نامساوي حكم استقرا ثابت مي*(
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nبه ازاي 28 1 زيرا داريم حكم درست است:   x y x y x y x y
( )

   
  

1 1
1

2 2 2 2  

nفرض كنيم نابرابري به ازاي   kفرض استقرا(  :  برقرار باشد؛ يعني(                    
k k

kx y x y
( )

 
2 2  

nراي ببايد ثابت كنيم  k 1قراحكم است(  :  هم رابطه برقرار است؛ يعني(          
k k

kx y x y
( )

 
 


1 1
1

2 2  

xطرفين نابرابري فرض را در y
02آيد دست مي  كنيم، به   ضرب مي:   

k k
kx y x y x y

( ) ( )( )  
1

2 2 2  
  :يابيم كه براي اثبات حكم كافي است نشان دهيمي اين نابرابري با حكم درمياز مقايسه

  
k k k kx y x y x y

( )( )
   


1 1

2 2 2  

  k k k kx x y y x y     1 1 0k k k k k kx xy yx y x y        1 1 1 12 2  
  k k(x y )(y x)   0k kx (y x) y (x y)    0  

k مثبت، yوxكه اين رابطه بديهي است؛ زيرا براي مقادير        k(x y ) و (y x) پذيرنـد،    تمامي روابط برگـشت   . العلامه هستند  مختلف
nپس نابرابري به ازاي k 1و در نتيجه براي تمام اعداد طبيعي درست است .  

n)با توجه به فرض مسأله، گام اول استقرا 29 ) kx عدد حقيقيkوي به ازايحال فرض كنيم نامسا.  پيموده شده است2 ,...x , x2   : برقرار باشد1
k                                               )فرض استقرا(   kx x ... x | x | | x | ... | x |      1 2 1 2  

  :بايد ثابت كنيم
k            )حكم استقرا(   k k kx x ... x x | x | | x | ... | x | | x |         1 2 1 1 2 1  

  k k k k k k k k

| a b | | a | | b |

x x ... x x (x x ... x ) x x x ... x x | x | | x | ... | x | | x |   
 

  

                  1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1  

|nبايد نشان دهيم كه 30 P10يا به عبارت ديگر n
nP t , t   11 1  :، پس10

  P( ) : P ( ) P( ) T     11 11 1 10 10 1 1 
k          )فرض استقرا(  

kP(k) T P t    11 1 10  
k         )حكم استقرا(  

kP(k ) : P t
    1
11 11 1 10  

  :كنيم  ضرب مي11ا در عدد طرفين فرض ر
k.حكم ثابت شد   k k

t

( t) ( t) ( t ) t , t  

 

            1 1 111 11 10 11 11 1 10 10 11 11 1 10 11 1 10 

nبايد نشان دهيم كه  31 n t , t   5 4 1 )P  :، پس16 ) : ( ) P( ) T      11 5 4 1 1 0 0 16 1 

kP(k)        )فرض استقرا(   T k t , t     5 4 1 16  
kP(k       )حكم استقرا(   ) : k t , t      11 5 4 5 16  

  :كنيم  ضرب مي5در طرفين فرض را 

    k k

t

k t k t k ( t k) t , t P(k ) T 

 

                1 15 20 5 16 5 5 4 5 16 5 16 16 5 16 1  

|nبايد نشان دهيم كه  32 n 9 4 15 q)  :، يا به عبارت ديگر1 )،nP(n): n q  4 15 1 9  
  P( ): ( ) P( ) T      11 4 15 1 1 18 9 2 1  

kP(k)                               )فرض استقرا(   T k q , (q )     4 15 1 9  
kP(k                        )حكم استقرا(   ): (k ) q , (q )       11 4 15 1 1 9  
  k k k(k ) k ( k ) k            1 14 15 1 1 4 15 14 4 4 15 1 3 15 18  

  k( k ) k ( q) ( k ) ( q k ) q , (q )               4 4 15 1 9 5 9 2 4 9 9 5 2 9 4 5 2 9  

    P(k ) T n :P(n) T     1  

 با توجه به فرض استقرا
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