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  اجزاي فرعي مثلث (ميانه، ارتفاع و ...)
ای كـه در  ترين نكتـه  شود. مهم خط بر آن عمود می خط، خطی است كه در وسط پاره ودمنصف هر پارهعم تعريف: 

  خط بايد حتماً بدانيد اين است كه: مـورد عمودمنصف يک پاره

  خط به يک فاصله است. هر نقطه روی عمودمنصف از دو سر پاره

  ها تلاقي عمودمنصفمحل 
گر در مثلث الزاويه: مثلث حاده    مثلث است. داخلها  هر سه زاويه حاده باشد، محل تلاقی عمودمنصف ABCا
گر مثلث قائم الزاويه: مثلث قائم    است. وسط وترها دقيقاً  الزاويه باشد، محل تلاقی عمودمنصف ا
  از مثلث است. خارج در ای ها نقطه تلاقی عمودمنصف الزاويه محل های منفرجه ثلثدر م الزاويه: مثلث منفرجه 
  مثلث است. ی محيطی مركز دايرهمحل تلاقی سه عمودمنصف از سه رأس مثلث به يک فاصله است و لذا اين نقطه  توجه: 

  
  
  
  

  ABC هيالزاو منفرجه  ABC هيالزاو قائم  ABC هيالزاو حاده  

  گذرد. های آن می ای است كه از رأس دايره(―ه در فصل دايره راجع به آن صحبت خواهيم كرد) يک چند ضلعی محدب،  ی محيطی دايره تعريف: 

  محل تلاقي سه ارتفاع مثلث
  ی سه عمودمنصف دارد. يعنی:نيز وضعيتی مشابه محل تلاق محل تلاقی سه ارتفاع مثلث

گر در مثلث الزاويه: مثلث حاده    مثلث است. داخلهر سه زاويه حاده باشد، محل تلاقی سه ارتفاع  ABCا
گر مثلث الزاويه: مثلث قائم    است. رأس قائمهسه ارتفاع  قائمه باشد، محل تلاقی Aدر رأس ABCا
گر مثلث الزاويه: مثلث منفرجه    مثلث است.خارج الزاويه باشد، محل تلاقی سه ارتفاع  منفرجه ABCا

  
  
  
  

  

  A2
    A 2

    A ,B ,C0 2
   

  خلي مثلثمحل تلاقي نيمسازهاي دا
ل تلاقـی محل تلاقی سه نيمساز داخلی همواره داخل مثلث است و با توجه به اين كه هر نقطه روی نيمساز از دو ضلع زاويه به يک فاصله است، لذا مح

  سه نيمساز داخلی هر مثلث از هر سه ضلع مثلث به يک فاصله است.
مركـز (―ه از هر سه ضـلع بـه يـک فاصـله اسـت)  ABCمحل تلاقی سه نيمساز داخلی مثلث توجه: 
  باشد. مثلث می ی محاطی داخلی دايره

ی آن صـحبت  (―ه در فصل دايره بـه طـور مفصـل دربـاره ABCی محاطی داخلی مثلث دايره تعريف: 
 .باشدای است كه بر سه ضلع مثلث مماس  كنيم) دايره می

  مسازهاي خارجي مثلثمحل تلاقي ني
ی مثلث از يک ضلع و امتداد دو ضلع ديگر آن به يک فاصله است،  با توجه به اين كه نيمساز خارجی هر زاويه

  ها به يک فاصله است. لذا محل تلاقی نيمسازهای خارجی هر مثلث از اضلاع و امتداد آن

  ها است. اين دايره ABCی مثلثهای محاطی خارج مركز دايره ،محل تلاقی نيمسازهای خارجی توجه: 
 شوند. به يک ضلع و امتداد دو ضلع ديگر مماس می 

١ي  درسنامه
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  ها محل تلاقي ميانه

های هـر مثلـث  در ضـمن ميانـه ،مثلث اسـت قلمركز ثهای هر مثلث  تلاقی ميانه محل

2همديگر را به نسبت
1از رأس و  3

 كنند.  از پای ميانه قطع می 3

گر نقطه .است 75برابر Bو Aی هيمجموع دو زاو ABCدر مثلث  - 1 نه در مـورد آن يدام گزكباشد سه عمود منصف  یمحل تلاق Oی ا
  ح است؟يصح
١(O .فاصله است. يک) از سه ضلع مثلث به ٢    داخل مثلث است  
  ست.ا ها از ارتفاع يكی) مجموع فواصلش از سه ضلع برابر ٤    فاصله است. يک) از سه رأس به ٣

ABهايی كه در ضلع ثابت از بين مثلث  - 2    ترين مقدار محيط، كدام است؟ واحد مربع باشد، كم ٤٨ها  يک از آنمشترک و مساحت هر 16
  )89(سراسري رياضي   ٣٨) ٤  ٣٦) ٣  ٣٤) ٢  ٣٢) ١

  ؟كجا قرار داردارتفاع مثلث  سه یمحل تلاق .است ٦و  ٣و  ٣متناسب با اعداد  یمثلث یها هيزاو  - 3
  از اضلاع يكی) وسط ٤  ها رأساز  يكی ی) رو٣  ) خارج مثلث٢  ) داخل مثلث١

ی در يک مثلث بين زوايا رابطه  - 4  C A B    )90 عصر(آزاد رياضي   برقرار است. محل تلاقی سه ارتفاع كجا قرار دارد؟ 2
  ) هر سه حالت ممكن است.٤  ) خارج مثلث٣  ) روی محيط مثلث٢  ) داخل مثلث ١

گر در مثلث  - 5 Aی هيزاو ABCا  92 ،79 كيپزش(آزاد   ح است؟ير صحيز یها از گزاره يک دامك(  
  مساز خارج مثلث است.يسه ن یتلاق ی ) نقطه٢  انه خارج مثلث است.يسه م یتلاق ی ) نقطه١
  است. BCضلع یسه ارتفاع رو یتلاق ی ) نقطه٤  سه ارتفاع خارج مثلث است.  یتلاق ی ) نقطه٣

گر اضلاع مثلث  - 6   ؟قرار دارد جاكسه ارتفاع مثلث  یباشد، محل تلاق ١٤و  ١٢و  ٥ یا
  ها س از رأ يكی ی) رو٤  ) وسط ضلع بزرگ٣  ) داخل مثلث٢  ) خارج مثلث١

ACیدر مثلث  - 7  4،AB  2
Aو 3  120. دام است؟كن دو ضلع از ارتفاع سوم مثلث ير اينظ یها ارتفاع یتلاق ی نقطه ی فاصله  

  )83 ياضيسنجش ر يشي(آزما    3)٢    صفر )١

٤    ١ )٣(2
3  

گر ABCدر مثلث  - 8   است؟ یا چه نقطه OBCمثلث یبرا Aی ارتفاع باشد، نقطه سه یمحل تلاق Oا
  ها انهيم ی) محل تلاق٤  ها ارتفاع ی) محل تلاق٣ ها عمودمنصف ی) محل تلاق٢  یخارج یمسازهاين ی) محل تلاق١

    فاصله است؟ يکمثلث به  يکر از سه ضلع ياز نقاط ز يک دامك  - 9
  مسازيسه ن ی) محل تلاق٤  سه عمودمنصف ی) محل تلاق٣  سه ارتفاع ی) محل تلاق٢  انهيسه م ی) محل تلاق١

  )80 يتجرب ي(سراسر  فاصله باشد؟ يکها به  ا امتداد آنيه از سه ضلع آن مثلث كافت يتوان  یمثلث چند نقطه م يک ی در صفحه  -10
٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١) ١  

 يکه از هر سه خط به كچند نقطه در صفحه وجود دارد  .اند نند مفروضك یگر را دو به دو قطع ميد ز هميمتما ی ه در سه نقطهكسه خط   -11
  فاصله باشد؟

  ) چهار٤  ) سه٣  ) دو٢  يک) ١
  فاصله را دارد؟ نيرتا دوريه از دركدام نقطه است كل مثلث، كبه ش یا رهيدر جز  -12

  ز ثقل مثلثك) مر٢    مثلث یها برخورد ارتفاع ی ) نقطه١
  مثلث یطيمح ی رهيز داك) مر٤    مثلث یمحاط ی رهيز داك) مر٣

2و ٨ای  الزاويه ی دو ضلع قائم از مثلث قائم اندازه  -13   ها از وسط وتر اين مثلث كدام است؟ ی تلاقی ميانه ی نقطه واحد است، فاصله 11
  )85رياضي خارج از كشور (سراسري   3)٢    2)١
٣) ٤    ٢) ٣    
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  ی شرطی: ضيهق 

گر ... آن«های ساده به كار بردن تركيب  های مركب با استفاده از گزاره های ساختن گزاره يكی از روش گـر» گاه ... ا خـواه ی دل دو گـزاره qو pاست. حال ا
گر«باشد، هر گزاره به صورت  pنامند و آن را با نماد می qو pرا تركيب شرطی» qگاه آن pا q دهند و نشان میp را مقدم وq ی  را تالی گـزاره

گر ارزش يک تركيب شرطی كه به اين ترتيب ايجاد می شرطی می نامند و به جـای لفـظ مقـدم و  ی شرطی می شود درست باشد آن را قضيه نامند. حال ا
  برند. را به كار می حكمو  فرضهای  تالی لفظ

گر مثلاً:   ی قائمه. مربع وتر برابر است با مجموع مربعات اضلاع زاويه گاه آنالزاويه باشد،  قائم ABCمثلث ا
  

  حكم   فرض  
   ی شرطی: ضيهعکس ق 

گر در يک قضيه   آيد. ی شرطی به دست می ی شرطی جای فرض و حكم را عوض كنيم، عكس قضيه ا
گر در مثلثی مربع يک ضلع برابر مجموع مربع مثلاً:   الزاويه است. ات دو ضلع ديگر باشد، مثلث قائما

   ی دو شرطی: ضيهق 
گر يک گزاره ی  های دو شـرطی همـين قضـيه تـرين قضـيه نامند. يكـی از معروف ی دو شرطی می ی شرطی و عكس آن هر دو درست باشد، آن را قضيه ا

  فيثاغورس است.

  )78 ياضير ي(سراسر  ؟شود ینمان يب یه به صورت دو شرطيدام قضك  -14
  اند. ضلع برهم منطبق يک ی انهين، ارتفاع و ميالساق ی) در مثلث متساو١
  اند. متقاطع تر ضلع بزرگ یه، عمودمنصف اضلاع بر رويالزاو ) در مثلث قائم٢
  ها نصف وتر است. انهياز م يكیه، يالزاو ) در مثلث قائم٣
 ن ضلع است.يتر بزرگ 90ی هيضلع مقابل به زاو ،) در هر مثلث٤
  

  

  خاصيت نيمسازهاي مثلث
كنـد. يـا  رو به آن زاويه را به نسبت دو ضلع زاويه قطع می در هر مثلث، نيمساز هر زاويه، ضلع روبه :بسيار مهم ی ضيهق 

  به عبارتی:
 
  
  

گر توجه:     گاه: باشد، آن Aنيمساز خارجی رأس ADاين قضيه عيناً در مورد نيمسازهای خارجی نيز برقرار است. يعنی ا

  
  

  
  :ي طول نيمساز داخلي و خارجي محاسبه

AD bc mn 2  

  ضرب دو قطعه. منهای حاصل ،ضرب دو ضلع حاصلبرابر است با:  Aطول نيمساز داخلی رأس
  

AD mn bc  2  

  ضرب دو ضلع. منهای حاصل ،ضرب دو قطعه حاصلبرابر است با:  Aطول نيمساز خارجی رأس
 

٣ي  درسنامه
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ABC (Aی هيالزاو در مثلث قائم  -15 ) 90 گر قطعات ا دو ضـلع ی  انـدازهباشد، تفاضل  ٤و  ٣وتر  یرو ADمسازيجاد شده توسط نيا
  دام است؟كمثلث  ی قائمه ی هيزاو
٢  ١) ١(1 2/  ٣(1 4/  ٤(1 6/  

 Dترتيب در را بـه ACو ABكنيم، تا دو ضلع  را رسم می AMCو AMBی های دو زاويه نيمسازو  AMی ، ميانهABCدر مثلث  -16
DEد. نسبتنقطع كن Eو

BC 89(سراسري رياضي   برابر كدام است؟(  

١(AD
AB  ٢(ME

MC  ٣(ME
CE  ٤(AM

BC  

 MNی  كند. انـدازه قطع می Mو  Nرا در ی متقابل، قطر ديگر مستطيل  واحد، نيمسازهای داخلی دو زاويه ٣و  ٤در مستطيلی به ابعاد   -17
  )87(سراسري رياضي خارج از كشور   قدر است؟ چه
١(2

3  ٢(5
7  ٣(5

6  ٤(5
3  

 CDو ADخط را بـه دو پـاره ACیعنين ضلع يتر کوچك ،BDمسازين .متناسب هستند ٤و  ٣و  ٢با اعداد  ABCمثلث یها ضلع  -18
گر .ندك یم ميتقس   دام است؟ك ACیجاد شده رويتر ا خط بزرگ گاه طول پاره باشد، آن ١٠به طول  ACا

١(7
2  ٣   ٥ )٢(40

7  ٤(15
2  

از وسـط ضـلع  Dی ی نقطـه كند. فاصـله ع میقط Dتر، ضلع مقابل را در ی بزرگ ، نيمساز داخلی زاويه٧و  ٨، ١٢در مثلثی به اضلاع   -19
  )86(سراسري رياضي خارج از كشور   ؟قدر است تر چه بزرگ

١(0 3/  ٢(0 4/   ٣(0 5/  ٤(0 6/  
را و امتداد آن ی آن، ضلع مقابل  واحد، نيمسازهای كوچكترين زاويه ٥و  ٦، ٨در مثلثی به اضلاع   -20

 )90(سراسري رياضي خارج از كشور   قدر است؟ چه DDی كنند. اندازه قطع می Dو Dدر

١(195
14    ٢(102

7     

٣(120
7    ٤(124

7  

ABC  (Aدر مثلث  -21 , AB , AC )  90 3 4  ارتفاعAH  و نيمساز داخلیAD ی  رسم شده است. اندازهDH كدام است؟  

۱(15
28  ۲(5

14  ۳(7
15  ۴(12

  )90(سراسري رياضي    35

گر فرض شود در مثلث  -22   برابر است، استنباط چگونه است؟ه يزاوضرب اضلاع آن  با حاصل Aی هيزاو یمساز داخليمجذور طول ن یا
١(A  90     ٢(A  90    83 ياضير ي(سراسر(  
٣(A  90    فرض ینادرست )٤  

متر و  یسانت ٣آورد  ید ميپد BCضلع یرو Aرأس یمساز داخليه نك یخط دو پاره ی متر و اندازه یسانت ٢١برابر  ABCط مثلثيمح  -23
  دام است؟ك ADمسازين ی متر است، اندازه یسانت ٤
٦) ٤  ٥) ٣  ٤) ٢  ٣) ١  

ABداريم: ABCدر مثلث  -24  9،AC  و 7 A C     )86(سراسري رياضي خارج از كشور  كدام است؟ BCی ، اندازه2
٢  ١٢) ١(/12 5  
١٤) ٤  ١٣) ٣  

  دام است؟كقائمه  ی هيمساز زاويطول ن ،٣و  ٦ ی ه به اضلاع قائمهيالزاو در مثلث قائم  -25

٢  ٢) ١(2
2  ٣(2 2  ٤(2  

ی تلاقـی نيمسـازهای  ی دورترين رأس اين مثلـث از نقطـه باشد. فاصله واحد می ٤و  ٣ی اضلاع قائم  ، اندازه الزاويه در يک مثلث قائم  -26
  )88(سراسري رياضي خارج از كشور   داخلی آن كدام است؟

١(2 2  ٣  ٣) ٢(10  ٤(3 2  
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ABدر مثلث با اضلاع  -27  2،BC  ACو 12    )89 عصر(آزاد رياضي   است؟ BMی چند برابر طول ميانه AD، طول نيمساز4

١(3
3  ٢(2 3

3  ٣(4 3
3  ٤(3 3

2  

ABC (Bی هيالزاو در مثلث قائم  - 28 ) 90،AD مساز وينAM اگـر .انه استيمAB  ACو 3   ،باشـد 5
  دام است؟ك DMی اندازه

١(1 5/    ٢(0 5/  

١) ٤    ٢) ٣  

OBحاصل .باشد می یداخل یمسازهايمحل برخورد ن Oاست و ١٢و  ١٠، ٨ر يل زكاضلاع مثلث ش  -29
OD دام است؟ك  

١(3
4    ٢) ٢  

٤    ٣) ٣(1
2  

  دام است؟كمساز وارد بر ضلع متوسط يطول ن ٨، ٦، ٤به اضلاع  ABCدر مثلث  -30
١(2 3  ٢(6  ٣(2 6  ٤(4 3  

  

  تقسيم مساحت توسط نيمساز

گر ABCدر مثلث   ADCو ABDهای گاه مساحت آن ،باشد Aی نيمساز داخلی زاويه ADا
  د. يعنی:نشو به نسبت اضلاع كناری تقسيم می

  

گر از محل تلاقی نيمسازهای داخلی به سه رأس   های محصور شده بـه  مساحت ،وصل كنيممثلث ا
  د.نشو نسبت اضلاع كناری تقسيم می

  

گر ABCدر مثلث    گاه: آن ،نيمساز خارجی باشد ADا
  
  
  
  

گر ABCدر مثلث  -31 ACا AB   است؟ ABDچند برابر مساحت ABCمساحت مثلث ،مساز باشدين ADو 3
٦) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ٤) ١   

ه زده يسا ی هياست، مساحت ناح Bو رأس Aرأس یمسازهايمحل برخورد ن Eی نقطه ABCدر مثلث  -32
  درنگ است؟يسف ی هياحشده، چند برابر مساحت ن

١(7
2  ٢(7

3 ٣(7
4  ٤(7

5 

 ترين مثلث حاصـل، كنيم. مساحت كوچک ی داخلی متوسط آن را رسم می متناسب است، نيمساز زاويه ٤و  ٣، ٢اضلاع مثلثی با اعداد   -33
  )85 خارج از كشوررياضي (سراسري   چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟

١(2
9  ٢(1

4  ٣(1
3  ٤(2

5  

مساحت مثلثی كـه  .كند ترين ضلع مثلث را قطع می رگبز ،خارجی آن ی ترين زاويه نيمساز كوچک ،واحد ٣و  ٥،  ٦در مثلثی به اضلاع   -34
  )91(سراسري رياضي   چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟ ،شود در خارج مثلث اصلی تشكيل می

١(3
4  ٢(9

4  ٤  ٢) ٣(3
2 

۴ي  درسنامه
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  مثلث هاي مهم در نامساوي
   :ی نامساوی مثلث ضيهق 

  تر است. يعنی:  تر است و هر ضلع از تفاضل دو ضلع ديگر بزرگ های هر دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگ در هر مثلث، مجموع طول
  

b c a b c     

:  نکته 



A : a b c

A : a b c

    

    

2 2 2

2 2 2
90
90




  

  ی وجود مثلث: ضيهق 
گر هر يک از اين عددها از مجموع دو عدد ديگر كوچک داده شده cو a،bسه عدد حقيقی مثبت گـاه مثلثـی وجـود دارد كـه طـول  تر باشـد، آن اند. ا

  هستند. cو a، bهای آن ضلع
  تواند مطرح شود: سه نوع میبه نامساوی مثلثی  ،ها در تست

گر اعداد  aكه معلوم باشند و به فرض آن cو a،bا b c  مثلثی به اضلاعگاه شرط لازم و كافی برای آن كه  باشد، آنa،bوc  موجـود باشـد
  تر باشد. بيش از ضلع بزرگ ،تر چکآن است كه جمع دو ضلع كو

گر يک ضلع مجهول بود آن را بين تفاضل و جمع دو     دهيم. معلوم قرار میضلع ا

گر بيش از يک ضلع     را پيدا كنيم. xا حل كنيم و حدودتر از ضلع سوم قرار دهيم و هر سه نامساوی ر را بزرگمجهول باشد، بايد مجموع هر دو ضلع دلخواه ا

(I) گر aو ABCاضلاع مثلث cوa،bا b c  باشد (يعنیa ترين ضلع و بزرگc گاه: ترين ضلع باشد)، آن كوچک  

ط)ي(مح   1
ط)ي(مح  0(c)ن ضلع مثلثيتر کوچك 3 1

1ط)ي(مح(a)ن ضلع مثلثيتر بزرگ 2
3   

1تواند از ترين ضلع نمی بزرگاستدلال: 
1د ازتر از آن هسـتن چون در اين صورت دو ضلع ديگر هـم كـه كوچـک ،تر باشد محيط كم 3

تـر  محـيط كم 3

گر  ،ها برابر محيط نخواهد شد شوند و جمع آن می تر شود يک ضـلع بـه تنهـايی از جمـع دو ضـلع ديگـر  نصف محيط برسد يا از آن بيشبه همچنين ا

گر از ا در مورد كوچکشود و امّ  تر می بيش 1ترين ضلع كه ا
  شود. تر می ها از محيط بيش ترند و جمع آن اوز كند دو ضلع ديگر هم از آن بيشمحيط تج 3

(II) گر در مثلث تر و از نصـف محـيط  ز محيط كوچـکاز سه رأس مثلث، ا Mگاه مجموع فواصل درون مثلث باشد، آن Mی ، نقطهABCا
  تر است يعنی: بزرگ

P MA MB MC P    2  
  

گر قبل از اثبات، يک نكته استدلال: MBگـاه آن باشـد، ABCای درون مثلـث نقطه Mی ديگر را اثبات كنيم و آن اين كه ا MC AB AC   
  داريم: ABEچنين براساس نامساوی مثلثی در مثلث باشد و هم می

AB AE BE MB ME     
ECداريم: MECاز طرفی در مثلث ME MC  كنيم: حال اين دو رابطه را با هم جمع می  

  AB AE EC ME   MB ME  MC AB AC MB MC      
  ی اصلی: رويم به سراغ اثبات رابطه ال میح

MAB  اثبات: : AB MA MB AC BC


     

MAC : AC MA MC AB BC


     

MBC : BC MB MC AB AC


     
  كنيم: حال طرفين سه نامساوی را با هم جمع می

AB AC BC (MA MB MC) AB AC BC P MA MB MC P
 

            2 2 2 2 2  

 طينصف مح  طيمح  

۵ي  درسنامه
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(III) 3های سه ميانه از ثلث مجموع اندازهدر هر م
  تر است. تر و از محيط مثلث كوچک محيط مثلث بيش 4

aطيمح       b cm m m    3 ط)ي(مح
4  

  .ی خودتان به عهده استدلال:
(IV)  تر است. تر و از نصف محيط بزرگ سه نيمساز هر مثلث همواره از محيط كوچکمجموع سه ارتفاع و مجموع  

aطيمح   b ch h h    طيمح  طينصف محa b cd d d    طينصف مح  

  .ی خودتان به عهده استدلال:
ـــدی: جمع  ـــرا بن ـــث ا نقطـــه Oگ ـــث  P2و ABCی درون مثل محـــيط مثل

aو b cH h h h   وa b cM m m m   وa b cD d d d   و 
X OA OB OC   باشد و در ضمن در اين مثلثa b c  گاه: باشد، آن  

(V) در هر مثلث دلخواه مانندABC گر  adو aی نظيـر ضـلع ميانه amا
  گاه: باشد، آن aارتفاع وارد بر ضلع ahو Aی نيمساز زاويه

a a am d h   

   گيرد. يعنی همواره نيمساز بين ارتفاع و ميانه قرار می
گر دو جزء از سه جزء توجه:    الساقين خواهد شد. و مثلث متساوی شود میها منطبق  آنبر هم منطبق شوند، ديگری نيز بر  amو ah،adا
  كه بين ارتفاع و ميانه هست نيمساز بين آن دو هم هست. علاوه بر اين وارد بر وترالزاويه نيمساز  در ضمن در مثلث قائم توجه: 

  )75 ياضيو آزاد ر 49 رياضي ي(سراسر  د؟نمثلث باش يکد سه ضلع نتوان یر ميدام دسته از اعداد زك  -35
  ٤و  ٣و  ١) ٤  ٣و  ٢و  ١) ٣  ٦و  ٣و  ٢) ٢  ٧و  ٥و  ٣ )١

a)رد؟كمثلث رسم  يکتوان  یدام سه طول داده شده مكبا   -36 ,b )   )73 ياضي(آزاد ر  0
١(a وb وa b 1    ٢(a  bو 1 1 وa b  
٣(a2 و(a ) aو 21 a 22 3 1  ٤(a    a3و a2و 2

xیها خط به طول سه پاره  -37 4 xو 4    )82 ياضير ي(سراسر  دام صورت است؟كبه  xريهستند، مقاد یاضلاع مثلث x6و 7

١(x 11 39  ٢(x 5 33  ٣(x 2 3  ٤(x 11 49  

گر مح  -38   تواند باشد؟ یدام مكن ضلع مثلث يتر بزرگ ی گاه اندازه باشد، آن ٩برابر  ABCط مثلثيا
١(3 5/  ٢(2 5/  ٤  ٥) ٣(4 7/  

گر در مثلث  -39 Aميداشته باش ABCا  90 وb  cو 12    دام است؟ك aحدود ضلع، 5
١(a 7 17  ٢(a 12 17  ٣(a 7 13  ٤(a 13  

  تواند باشد؟ یدام عدد مكساق آن  ی اندازه .است ١٨ن يالساق یمثلث متساو يکط يمح  -40
٩) ٤  ٨) ٣  ٤) ٢  ٣) ١  

گر ABCدر مثلث  -41   ح است؟ينه همواره صحيدام گزكسه ارتفاع باشند،  h3و h2و h1ا

١(| h h | h h h   2 3 1 2 3    ٢(
h h h h h

   
2 3 1 2 3
1 1 1 1 1| |  

٣(h h h 2 2 2
1 2 3    ٤(h h h 1 2 32  

3،٣در مثلثی به طول اضلاع   -42 2و 2 دهد. كدام عدد بـرای مجمـوع فواصـل  داخل مثلث تغيير مكان می Mی واحد، نقطه 2
  )88(سراسري رياضي خارج از كشور   از سه رأس مثلث، مورد قبول است؟ Mی نقطه

١(5 2  ٣  ٤) ٢(4 2  ٨) ٤  
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گر مجموع طول سه ارتفاع   -43 نه همواره درست يدام گزك ،مينكفرض  P2ط مثلث رايو مح Mانه رايسه مطول و مجموع  Hمثلث را يکا
  )74 ي(آزاد تجرب  است؟

١(H P M 2  ٢(H M P  2  ٣(P H M 2  ٤(P M H 2  
3انه برابريمجموع طول سه م ABCدر مثلث  -44   تواند برقرار باشد؟ یدام رابطه مكن مجموع اضلاع مثلث يب .است 3

١(a b c   4  ٢(a b c   5  ٣(a b c   6  ٤(a b c   3  
,ی اضلاع در مثلثی به اندازه  -45 ,a 5 7   )89(سراسري رياضي خارج از كشور   های سه ميانه، مورد قبول است؟ ، كدام عدد برای مجموع اندازه8

٢٤) ٤  ١٩) ٣  ١٥) ٢  ١٤) ١  
  ح است؟ير همواره صحيز یها نهياز گز يک دامك .مينك یانتخاب م ABCرا درون مثلث Oی نقطه  -46

١( BOC O BC    ٢( BOC B CA  
٣( OBC O BC    ٤( BAC B CO  

  عكس لولا و ... ،ي لولا قضيه
گر در مثلثی دو زاويه نابرابر باشند، ضلع روبه ی برتر: ی زاويه ضيهق  تر از  تر، بزرگ ی بزرگ رو به زاويه ا
  تر است. ی كوچک رو به زاويه روبه ضلع

 B C AC AB    

گر در مثلثی دو ضلع نا ی ضلع برتر: ضيهق  تـر  تـر، بزرگ ضلـع بزرگ  مقابـل به  ی گاه زاويه برابر باشند، آنا
  تر است. ی مقابل به ضلع كوچک از زاويه

 AC AB B C    
  
  

گر دو ضلع از مثلثی با دو ضلع از  ی لولا: ضيهق  بين اين ی  ديگر نظير به نظير مساوی باشند و زاويـه مثلثا
گاه ضلــع ســوم از مثلـث  ی بين دو ضلـع نظير از مثلث دوم باشـد، آن تر از زاويه بزرگ ،دو ضلع در مثلث اول

  تر از ضلع سوم از مثلث دوم است.  اول، بزرگ

BC B C  
 

AB A B
AC A C

A A

    
 

  

گر دو ضلع از مثلثی با دو ضلع از مثلث ديگر نظير به نظير مسـا لولا:  ی ضيهق عکس  وی باشـد و ضـلع ا
تـر از  ی بـين دو ضـلع از مثلـث اولـی بزرگ گـاه زاويـه تر از ضلع سوم مثلث دوم باشد، آن بزرگ ،سوم مثلث اول

  ی بين دو ضلع نظير از مثلث دوم است. زاويه
(I) مثلثABC گر   گاه داريم: باشد، آن BCی نظير ضلع ميانه AMمفروض است. ا

 A  90 ،گر گر و تنها ا aAMا  2  

 A  90، گر گر و تنها ا aAMا  2  ر، برابر نصف وتر است.ی وارد بر وت ميانه  

 A  90 ،گر گر و تنها ا aAMا  2  

  شود.] یتر م يکابد. [چون رأس به ضلع مقابل نزدي یاهش مكانه نسبت به ضلع مقابل خودش يم ی اندازه ،رأس ی هيش زاويبا افزا یبه عبارت

گر  -47 BMدر مثلث مقابل ا AC ح است؟يصحهمواره نه يدام گزكگاه  باشد، آن  
١(AB AM    ٢(AB MC  

٣(AB MC    ٤(MC MB  

٦ي  درسنامه
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ABC(Aنيالساق یدر مثلث متساو  -48 ) 100 گر   گاه: باشد، آن ABساق یرو یا  نقطه Mا
١(MC MB    ٢(MC MB    
٣(MC MB    ر است. يپذ انك) هر سه حالت ام٤  

  درست است؟همواره نه يدام گزكده شده، ل داكدر ش ABCدر مثلث  -49
١(AC DC    ٢(AB AC  
٣(AD DC    ٤(AD AB  

ABبه اضلاع ABCدر مثلث  -50  ACو 7   ACو ABبه موازات اضـلاع ی) خطوطCو Bني(ب BCواقع بر ضلع Dی از نقطه 5
DM.دننكقطع  Nو Mها را در م تا آنينك یرسم م DN تواند باشد؟ یدام عدد مك  

٦) ٤  ٥) ٣  ٨) ٢  ٢) ١  
  )80(سراسري رياضي  ؟ح استيهمواره صح یدام نامساوكند، ك یقطع م Dی را در نقطه BCضلع Aی هيزاو یمساز داخلين ABCدر مثلث  - 51

١(BA BD  ٢(DA DB  ٣(AB AD  ٤(DB DA  
ABC(Aی هيالزاو در مثلث قائم  -52 ) 90 گر ن   است؟ نادرست یدام نامساوكند، كقطع  Dرا در ACضلع Bی هيمساز زاويا

١(AD DC    ٢(AB AD    
٣(BC DC    ٤(BD AD  

گرABCدر مثلث  -53 a، ا  bو 6 c 2 2   تواند باشد؟ یم عدد مداك AMگاه باشد، آن BCعر ضلينظ ی انهيم AMو 36
٣  ٣) ٢  ٢) ١(3 5/  ٤) ٤  

ABداريــم: ABCDدر چهارضــلعی  -54 AD وBC CDگيری  ها كــدام نتيجــه . در مــورد زاويــه
  )85 (سراسري رياضي  است؟ نادرست

١( C A 11    ٢( A A2 1  

٣( D B1 1    ٤( D B 
  

  رسم مثلث
nديبا یضلع nيکرسم  یبرا یلكبه طور  2 برای رسم يک مثلث بايد سه جزء مسـتقل از هـم ن يمعلوم باشد. بنـابرا یضلع n يکجزء مستقل از  3

 یشـود ولـ یمز معلـوم ين یها سوم شوند، چون با معلوم بودن دو تا از آن یسه جزء مستقل از هم محسوب نم ،مثلث ی هي، به عنوان مثال سه زاومعلوم باشد
از هندسـه مـورد  یاريبس یها هيها قض حل آن یاد و متنوع هستند و برايار زيبه رسم مثلث بسمربوط  یها . البته مسألهباشند میسه ضلع مثلث مستقل از هم 

  تـاب كجلـد دوازدهـم در  یمحمـد هاشـم رسـتم یه جنـاب آقـاك یرد به طوركان يها ب حل آن یبرا یلكتوان روش  یل نمين دليرد، به هميگ یاستفاده قرار م
قـرار داده اسـت، امـا خوشـبختانه  یمورد نقد و بررس یا صفحه ٥٠٠تاب ك يکن را در قالب كنوع از حالات مم ٦٠٠ش از يرسم ب ی قهيرة المعارف هندسه طريدا

  م:ينك یم یها را بررس آن يكی يكیه كشود  یندارد و به چند نوع مختلف محدود م یاديشود، تنوع چندان ز یور مطرح مكنكه در ك يیها مسأله

 يکتنها  )تر ی مقابل به ضلع بزرگ همچنين دو ضلع و زاويه و ز ض ز ،ض ض ض ،ض ز ض( شوند یرابر مه دو مثلث با هم بك یبا معلومات 
  شود. یمثلث منحصر به فرد مشخص م

   ي غيربين رسم مثلث با معلومات دو ضلع و زاويه
گر از مثلثی دو ضلع و زاويه   پذير است: ی غيربين معلوم باشد دو حالت امكان ا

  دو مثلث است. ین حالت جزء حالت تساويمثلث قابل رسم است، چون ا يکن حالت تنها يدر ا تر است: رو به ضلع بزرگ روبه ی داده شده زاويه 
كنيم مـثلاً  ها استفاده می ی سينوس در اين حالت برای پيدا كردن تعداد حالات ممكن از قضيه تر است: رو به ضلع كوچک ی داده شده روبه زاويه 
گر Bوbو aا


 نويسيم:  معلوم باشد، می 

 
 a b a si BA

A
nsin
bsi Bn sin


   


1
1
1

  

٧ي  درسنامه

 هيچ مثلث
  يک مثلث
 دو مثلث



استدلال در هندسه  فصل اول        
  

19
 

q

q

q

  توان از اين راه حل كرد؟! را نمي حالت  آموز: دانش 
شود، چـون هميشـه در  ها همواره غيرقابل قبول می كه يكی از آنآيد ولی بايد دقت كنيم  چرا ولی در اين صورت همواره دو جواب به دست می معلم:

  باشد. تر می بزرگ ،تر ی مقابل به ضلع كوچک تر از زاويه ی مقابل به ضلع بزرگ ها زاويه تمام مثلث
aبا معلومات مثال:   6 3،b  Aو 6  60  شود؟ مثلث مشخص میچند  
گر بخواهيم از قضيهحل:     ها مسأله را حل كنيم، بايد بنويسيم: ی سينوس ا

  





a b sin

B
B

sin sin sinA B B B

       
 

306 3 6 1
23 150

2




  

B 150 180تـر از تواند قابل قبول باشد، چون اولاً كه جمع زوايای مثلث بيش نمی شـود و در ثـانی میa b اسـت، پـس بايـد A B  ،باشـد
Bيعنی  60 .است  

  تر معلوم بود، ديگر چشم بسته بگويم فقط يك مثلث وجود دارد؟! ي مقابل به عدد بزرگ پس هر وقت دو ضلع داده شده باشد و زاويه آموز: دانش 
  ر است.طو دقيقاً همين معلم:

گر اضلاع و زاويه توجه مهم:  وقتـی ی حالات ممكن را در نظر بگيـريم مـثلاً  گذاری نشده بود بايد همه های داده شده (يا هر اطلاعات ديگری) نام ا
تواند رو به هـر كـدام از  شد بايد سه حالت در نظر بگيريم كه اين ضلع میبا ٥و يک ضلع آن  70و 30ی آن بگوييم چند مثلث وجود دارد كه دو زاويه

  ی مثلث باشد. سه زاويه

bبا معلوم بودن ABCرسم مثلث در  -55  cو 3  Aو 7    ت؟دام اسكن كمم یها تعداد جواب ،5
  ٣) ٤  ٢) ٣  ١) ٢  صفر) ١

bبا معلوم بودن ABCمثلث  - 56  Bو 3  65 وC  70 رد؟كتوان رسم  یط مين شراير همنهشت) با ايچند مثلث (غ .قابل رسم است  
٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١) ١  

cبا معلوم بودن ABCثدر رسم مثل  -57  bو 10  Bو 8  6082 رياضي سنجش يشي(آزما  دام است؟كن كمم یها ، تعداد جواب(  
  ٣) ٤  ٢) ٣  صفر) ٢  ١) ١

Aدنبا معلوم بو ABCدر رسم مثلث  -58  bو 3 a   دام است؟كن كمم یها تعداد جواب ،3

  ٣) ٤  ٢) ٣  ١) ٢  صفر) ١
cبا معلوم بودن ABCدر رسم مثلث  -59  2 aو /5  Aو 4  30، شود؟ یجه حاصل مينت دامك  

  زي) چهار جواب متما٤  زي) دو جواب متما٣  ) جواب منحصر به فرد٢  رقابل رسمي) غ١
bبا معلوم بودن ABCدر رسم مثلث  -60  cو 3    دام است؟ك Bی هيزاو .حاصل شده است یفردجواب منحصر به  ،Bی هيو زاو 6

١(30  ٢(60  ٣(45  ٤(90  
  رد؟كتوان رسم  یمثلث م يکر فقط يدام دسته از معلومات زكبا   -61

  ها از آن يكیمجاور  ی هي) دو ضلع و زاو٢    هيزاو يکضلع و  يک) ١
    هي) سه زاو٤    وسط سه ضلعنقاط ) ٣

    ؟ستينقابل رسم  فرد به طور منحصربه ن مثلثيا ،گريدام جزء دك ی با معلوم بودن اندازه .وتر آن مشخص است یا هيالزاو در مثلث قائم  -62
  )77(سراسري رياضي     ) ارتفاع وارد بر ضلع قائم٢    ) ارتفاع وارد بر وتر١
  وارد بر ضلع قائم ی انهي) م٤    وارد بر وتر ی انهي) م٣

  باشد؟ ٧ها  ضلع آن يکو  50و 30ها آن ی هيه دو زاوكرد كتوان رسم  یچند مثلث ناهمنهشت م  -63
٤) ٤  ٣) ٣  ٢) ٢  ١) ١  

2های دو ضلع به طول چند مثلث ناهمنهشت وجود دارد كه  -64   داشته باشد؟ 30ی و يک زاويه ٤و  /5
٤) ٤  ٢) ٣  ٣) ٢  ١) ١ 
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