
  
  
  
  
  

   گيري از چند تابع خاص  مشتق-گيري قواعد مشتق  

  ي خط مماس مسأله  
Aي ثابـت    نقطه (a , f (a))   ي دلخـواه     و نقطـهB(x , f (x))        ي   را روي نمـودار تـابع پيوسـتهf    در نظـر 
  :آيد دست مي ي زير به  از رابطهABبديهي است كه شيب قاطع. گيريم مي

  AB
f (x) f (a)m

x a





  
  

. شـود   نزديك مـي a نيز به عددxها، متغيرxصورت، روي محور   در اين .  نزديك شود  Aي ثابت    به نقطه  f روي نمودار تابع   Bي  فرض كنيد نقطه  
 نزديـك   aالعـاده بـه عـدد        فـوق  xهـا، متغيـر   xحـور  نزديـك شـود، روي م      Aي ثابـت    العاده به نقطه     فوق f روي نمودار تابع   Bي  حال اگر نقطه  

x)شود مي a) .در اين صورت قاطعABبه خط مماس بر نمودار fي  در نقطهAتوانيم بنويسيم بنابراين مي. شود  نزديك مي:  

  
x a

f (x) f (a)lim
x a





  A درfشيب خط مماس بر

fگوييم و آن را با نماد  ميfموجود باشد، مشتق تابعبه حد فوق اگر  (a)دهيم  مي نمايش.  

  تعريف مشتق تابع در يك نقطه  

اگـر .  تعريف شـده باشـد     aي   در همسايگي نقطه   fفرض كنيد تابع   :تعريف
x a

f (x) f (a)lim
x a




 در  fگـوييم تـابع      موجـود و متنـاهي باشـد، مـي         

xي نقطه aحد را با اينپذير و يا داراي مشتق است و مقدار  مشتق f (a)بنابراين مقدار مشتق تابع. دهيم  نمايش ميfدر x aبرابر است با :  

  
x a

f (x) f (a)f (a) lim x a

 


  

x اگر در حد فوق، قرار دهيم      :تذكر a h   صورت وقتي  ، در اينx a گاه  ، آنh  صـورت    به aي   در نقطه  f و در نتيجه تعريف مشتق تابع      0
  :آيد  درميزير

  
h

f (a h) f (a)f (a) lim h

  
0

  

fبه عبارت (a h) f (a)
h

  ،شود  گفته ميقسمت تفاضلي خارج.  
xي  در همسايگي نقطهfبنابراين اگر تابع aتابع مشتقگاه مقدار  تعريف شده باشد، آن fي  در نقطهaبرابر است با :  

  
x a h

f (x) f (a) f (a h) f (a)f (a) lim limx a h 

    
 0

  

  .دنكه حدود فوق موجود باش به شرط آن

x درf از تعريف مشتق تابع:نكته aشود كه وقتـي مـشتق تـابع ، نتيجه ميfدر x aگـاه تـابع  موجـود اسـت، آنf حـت ً

xدر aي زيرا در رابطه.  پيوسته است
x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a

 


x، حد مخرج كسر وقتي a،كـه  جايي شود و از آن  صفر مي

x حد موجود است، لازم است حد صورت كسر نيز وقتيحاصل aپس داريم. ، صفر شود: 
  

x a x a x a x a
lim (f (x) f (a)) lim f (x) lim f (a) lim f (x) f (a)
   

     0  

x درfو اين يعني تابع aبنابراين در تعريف مشتق تابع.  پيوسته استfدر x aشرط تعريف شده بودن ،fدر x a كافي 
x را درfاست و نيازي نيست شرط پيوستگي aن.  لحاظ كنيم  f از تعريـف مـشتقدخو طور كه ديديد پيوستگي خودبه بلكه ه

xدر aشود  نتيجه مي. 

fطوركه گفتيم اگر     همان :تذكر (a)     گاه تابع    موجود و متناهي باشد، آنf در x a بنابراين اگر .  است پذير و يا داراي مشتق       مشتقf (a)   موجـود 
fنباشد و يا حاصل (a)گاه تابع  نامتناهي باشد، آنfدر x aناپذير خواهد بود  مشتق.  
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  مشتق :سوم فصل

  

x) مشتق تابع:1مثال  ) xf (x)
x x
 
 

32
4 2

1 5 4
1

xي ه در نقط     كدام است؟1

1)2  صفر) 1
3  3(2

3  4(1  
x درf با استفاده از تعريف مشتق تابع 1توان نوشت ، مي:  

  
x x x

(x ) x
f (x) f ( ) (x ) xx xf ( ) lim lim lim

x x x x  

  
       
   

2 3
34 2

4 21 1 1

1 5 4 0
1 1 5 4 211 1 1 31

  

  .صحيح است) 3(ي  پس گزينه
  

xي  مقدار مشتق تابع با ضابطه:2مثال  sin xf (x) x
x

  


2 1 0
0 0

xي  در نقطه     كدام است؟0

  .موجود نيست) 1  4)3  1)2  صفر) 1
  : مشتق داريم با استفاده از تعريف

  0دار انكر
x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x sin
x x x  

     


2

0 0 0

1 00 10 00  

  .صحيح است) 1(ي  پس گزينه
  

x در همسايگيf نمودار تابع:3مثال     .صورت مقابل است  به2
g(x)مقدار مشتق تابع (x )f (x)  x در2    قدر است؟  چه2

  1)2  صفر) 1
  .موجود نيست) 4  3)3

  : با استفاده از تعريف مشتق داريم

  
x x x

g(x) g( ) (x )f (x)g ( ) lim lim lim f (x)
x x  

      
 2 2 2

2 2 02 12 2  

  .صحيح است) 2(ي  بنابراين گزينه
  

f داشته باشيمy وx اگر براي هر:4مثال  (x y) f (x)f (y) و f ( ) 0 f، مقدار2 ( ) f چند برابر1 (    است؟1(

1(1
2  2(1  3(2  4(4  

fي چون رابطه  (x y) f (x) f (y) ازاي هر  بهxو yازاي  برقرار است، بهx y 0داريم ،:  
  f ( ) 0 f يا 1 ( ) f ( ) f ( ) f ( )   0 0 0 0 0  

fاگــر ( ) 0 ــه ، آن0 xازاي گــاه ب 1و y 0ي داده شــده خــواهيم داشــت ، در رابطــهf ( ) 1 ــه همــين ترتيــب0 f و ب ( ) 2 ــا ...  و 0 در واقــع ب
fفرض ( ) 0 f تابع ثابت صفر است كه با فرض       fشود كه   ، به راحتي ثابت مي    0 ( ) 0 fپس.  متناقض است 2 ( ) 0 اكنون به كمك تعريف مشتق . 1
  :داريم

  f (x y) f (x) f (y)

h h h h

f ( ) (f (h) )f ( h) f ( ) f ( )f (h) f ( ) f (h)f ( ) lim lim lim f ( ) lim
h h h h

 

   

      
0 0 0 0

1 11 1 1 1 11 1  

  
f ( )

h h

f ( ) f (h) f (h) f ( ) f ( )lim lim f ( )
f ( ) h h f ( )



 

        


0 1

0 0
1 1 0 10 2 21 0 1  

  .صحيح است) 3(ي  براين گزينهبنا
  

 :5مثـال   
h

h ( h)lim h

   2

0
1 1 x به طول يا  را در نقطه   f مشتق تابع  2 aكدام گزينه براي تابع. كند  بيان ميf ي  و نقطـهx a  مناسـب 

  ؟يستن
1(f (x) x x  2 a و5 1    2(f (x) x x  a و2 1  
3(f (x) x (x )    21 a و1  2    4(f (x) x (x )    21 a و1 1  



  گاج/ ) 2(رانسيل و انتگرال حساب ديف
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 از تعريفبا استفاده 
h

f (a h) f (a)f (a) lim
h

  
0

  :كنيم ها را بررسي مي ، گزينه

     ): 1(ي  گزينه
h h

( h ( h) ) h ( h)f ( ) lim lim
h h 

          
2 2

0 0
1 1 5 7 1 1 21  

     ): 2(ي  گزينه
h

h ( h)f ( ) lim
h

    
2

0
1 1 21  

    ): 3(ي  گزينه
h h

( h) (( h) ) h ( h)f ( ) lim lim
h h 

           
2 2

0 0

2 1 2 1 2 1 1 22  

     ): 4(ي  گزينه
h h

( h) (( h) ) ( ) h ( h)f ( ) lim lim
h h 

             
2 2

0 0

1 1 1 1 2 4 2 2 2 41  

  .صحيح است) 4(ي  پس گزينه
  

xي  در نقطهf چون تعريف مشتق تابع:نكته a0 حد مبهمک، ي
هـايي كـه  در تـستي حـدود مـبهم،   است، لذا مانند محاسبه0

x درfمشتق تابع a ي آن  ارزي براي محاسـبه ي هوپيتال يا هم توان از قاعده ، مي.)ها اين گونه است اغلب در تست( پيوسته باشد
ود  .استفاده 

yكنيم كه اگر  باشد، از حسابان يادآوري ميx تابعي ازuفرض كنيد :تذكر f (u)گاه ، آنy u f (u)    
  

f اگر:6مثال  (x) x x 5حاصل ،
h

f ( h) f ( h)lim
h h

  

20
1 2 1

2
   كدام است؟

1(18  2(9  3(6  4(3  
  

  
f (x) x

h

f ( h) f ( h) f ( ) f ( )lim f ( )
h

  



           


45 1

0
2 1 2 1 2 1 1 3 31 6 92 2 2 2 HOPحاصل حد2

h

f ( h) f ( h)lim
h h

  
 

20
1 2 1 0

02
  

  .صحيح است) 2(ي  گزينهپس 
  

f اگر:7مثال  (x) sin( x ) ، حاصل4
x

f ( x)lim
x x



21
4    كدام است؟1

1(
16  2(

4  3(
  صفر) 4  2

  
x

f ( x) f ( )lim f ( )
x

x


 
  

1
4 4 4 4 8 41 3 32 22

HOPحاصل حد
x

f ( x)lim
x x


 

21
4 1 0

0  

fچون (x) sin( x ) f، پس 4 (x) cos( x )
x

    1
4 42

f و در نتيجه    ( ) 4 بنابراين حاصل حد فـوق نيـز برابـر صـفر بـوده و لـذا                . 0

  .صحيح است) 4(ي  گزينه
  

xي  در نقطهfبع تا اگر:نكته aگاه داريم پذير باشد، آن  مشتق: 

 
h

f (a mh) f (a nh) m nlim ( )f (a)kh k

    
0

 

 .سپاريدتوانيد اين رابطه را به خاطر ن ميآيد و لذا  دست مي ي هوپيتال به  قاعدهکق به سادگي به كمي فو رابطه
  

h4هاي  دو نقطه به طول    :8مثال   h4 و 2 f بر روي نمودار تابع    3 (x) x x     ي خـط گذرنـده بـر ايـن نقـاط       ضـريب زاويـه   .  قـرار دارنـد
hوقتي     كدام است؟0

1(1
4  2(3

4  3(5
4  4(7

4  
h4هاي عرض نقاط به طول   h4 و2 fترتيب برابر  به3 ( h)4 f و2 ( h)4 پس ضريب زاويه يا همان شيب خط گذرنـده از  .  است3

hنقاط وقتياين  0برابر است با ،:  

  
f (x)

x

h h

f ( h) f ( h) f ( h) f ( h) ( )lim lim ( )f ( ) f ( )
( h) ( h) h

  

 

          
  

11
2

0 0
4 3 4 2 4 3 4 2 3 2 54 44 3 4 2 5 5 4  

  .صحيح است) 3(ي  پس گزينه

 ي قبلنكتهطبق
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  مشتق :سوم فصل

  هاي راست و چپ مشتق  

ــابع:مــشتق راســت اگــر. ه باشــد تعريــف شــدآن يــك همــسايگي راســت  و aاي بــه طــول  نقطــه درf فــرض كنيــد ت
x a

f (x) f (a)lim
x a




 

يا
h

f (a h) f (a)lim
h

 

0
x در fگاه تابع   موجود باشد، آن    a   پذير است و مقدار هر يك از حدود فوق را با             از راست مشتقf (a)   نمايش داده 

x درf تابعاستو به آن مشتق ر aپس. گوييم  مي:  

  
x a h

f (x) f (a) f (a h) f (a)f (a) lim limx a h 
 

    
 0

  

x در fمشتق چـپ تـابع     تعريف شده باشد،      و يك همسايگي چپ آن     aاي به طول    در نقطه  fكه تابع    به طريق مشابه در صورتي     :مشتق چپ  a 
fكه آن را با نماد (a)شود صورت زير تعريف مي دهيم، در صورت وجود به  نمايش مي:  

  
x a h

f (x) f (a) f (a h) f (a)f (a) lim limx a h 
 

    
 0

  

xطرفه در   هاي يك    از تعريف مشتق   :تذكر a  شود كه وقتي     معلوم ميf (a) است، موجود f در x a  چه  دارد و چنان پيوستگي راستf (a) 
x درf باشد، تابعموجود a دارد چپپيوستگي .  

  هاي چپ و راست تعبير هندسي مشتق  
  :صورت مقابل باشد  بهfفرض كنيد نمودار

  

  
x درfي سـمت راسـت   خطـي كـه بـه شـاخه     به نيم.  رسم كردfتوان بر نمودار مماس مي) خط دو نيم( دو خط  aي   در اين صورت در نقطه     a 

x در fي سمت چپ    خطي كه به شاخه      و به نيم   مماس راست   نيم يا   مماس راست مماس شده،    a    ،چـپ  ممـاس   نـيم  يـا    مماس چپ  مماس شده  
x به طوليا  در نقطهfماس چپ مرسوم بر تابعشيب مماس راست و م. گوييم مي aترتيب برابر ، در صورت وجود، بهf (a)و f (a)دنباش  مي.  

x در f اگر نمودار  :تذكر a هاي چپ و راست اي باشد كه مماس   گونه   بهfدر a و اين خط ممـاس غيرمـوازي محـور   شوند بر هم منطبق y  هـا
x درf تابعگاه باشد، آن aپذير خواهد بود  مشتق.  

  پذيري تعريف مشتق  
x به طولدرونيي   در نقطهf تابع)آ a هرگاه، استپذير مشتق f (a)و f (a) هم باشندموجود، متناهي و برابر .  
a]ي  صورت بازه    به fي تابع    اگر دامنه  )ب ,b]  تابع پذيري  مشتقگاه طبق قرارداد كتاب درسي حسابان،          باشد، آن f   ي انتهايي   نقطه درa    به معنـي ،

  .باشد  ميb درfوجود مشتق چپ، به معني bي انتهايي  نقطه درf تابعپذيري مشتق و a درfوجود مشتق راست
  

  پذيرند؟ آيا اين توابع در اين نقاط مشتق. دست آوريد ه بهي داده شد هاي چپ و راست توابع زير را در نقطه  مشتق:9مثال 

f)آ (x) (x )[x]  x در2  f)ب  2 (x) x   21 x در1  0  
  

x  )آ

x x x
x

f ( ) lim [x]
f (x) f ( ) (x )[x]f ( ) lim lim lim [x] f ( ) lim [x]x x








   


  
             



2
2 2 2

2

2 2
2 2 02 2 12 2  

fچون ( ) f ( )  2 x درf، پس تابع2    .پذير نيست  مشتق2

  )ب

u
n uu n

x x x

x( )~f (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim
x x x


 

  

      


0 2
1 12

0 0 0

1 10 1 1 0 20 0  

  x

x x

x

x
x f ( ) lim| x | x

lim lim
x x x

f ( ) lim
x








 






  

   
 
    


2

0
0 0

0

2
222 0 22 2

2
220 2

  

fچون ( ) f ( )  0 x درf، پس تابع0 0پذير نيست  مشتق.  
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xtan تابع:10مثال  ( ) xf (x) x
x

  


1 1 0
0 0

x در  0:  

  .مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد) 2    .پذير است مشتق) 1
  .مشتق چپ و راست نابرابر دارد) 4  .مشتق چپ دارد ولي مشتق راست ندارد) 3

   

  x

x x x
x

f ( ) lim tan tan ( )x tan xf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim tan
x x x f ( ) lim tan tan ( )

x





  


   




                   


1 11
01

1 10 0 0
0

11 00 20 10 10 0 2
  

  .صحيح است) 4(ي  بنابراين گزينه
  

f چه تعداد از توابع:11مثال  (x) x1،f (x) x x 2و f (x) x 3
x در3    پذيرند؟  مشتق0

  3)4  2)3  1)2  صفر) 1

f توابع  (x) x1 و f (x) x 3
x فقط در همسايگي راست شامل     3 0  پذيري اين توابع در      پس مشتق  اند،   تعريف شدهx 0   بـه 

xمعني وجود مشتق راست در     0 چنين تابع   هم.  استf (x) x x 2     فقط در همسايگي چپ شامل x 0 ،پـذيري    لذا مشتق تعريف شده است
xاين تابع در 0وجود مشتق چپ در اين نقطه است به معني :  

  
x x x x

f (x) f ( ) x x xf (x) x f ( ) lim lim lim lim
x x x x x      


        


1 1

1 1
0 0 0 0

0 10 0  

  
x x x

f (x) f ( ) x xf (x) x x f ( ) lim lim lim x
x x    

        


2 2
2 2

0 0 0

00 00  

  
x x x x

f (x) f ( ) x x xf (x) x f ( ) lim lim lim lim x
x x x      


      



33 3 3
3 3

0 0 0 0

00 00  

fبنابراين توابع (x) x x 2و f (x) x 3
x در3 0پذير و تابع  مشتقf (x) x1در x 0صحيح است) 3(ي  ناپذير بوده و لذا گزينه  مشتق.  

  

x اگر:12مثال  x xf (x)
x x x

   
 

2
3

2 0
0

، حاصل
h

f ( h) f ( h)lim sinh

 

0
2    كدام است؟3

1(7  2(1  3(7  4(1  

x درf تابع 0ريم پيوسته بوده و دا:  
f ( )x x

f (x)
x x f ( )





           
2

0 22 2 0
3 1 0 0 1

  

  
h

f ( h) f ( h)lim
cos h

  


0

2 2 3 HOPحاصل حد3

h

f ( h) f ( h)lim
sin h

 
 

0

2 3 0
0  

  h h , h
f ( ) f ( ) ( )

      
         

0 2 0 3 0 2 0 3 0 2 2 3 1 1  
  .صحيح است) 4(ي  پس گزينه

  

  پذيري ارتباط پيوستگي و مشتق  
xي دروني  در نقطهf اگر تابع:قضيه aگاه پذير باشد، آن  مشتقfدر x aاز چپ و راست پيوسته است .  

x درfيعني اگر تابع. ي فوق درست نيست  عكس قضيه:1نكته   aًگاه لزومـا  پيوسته باشد، آنfدر x aپـذير نيـست  مـشتق .
fطور مثال تابع به (x) | x |در x 0،اما پيوسته است f ( ) 0 f و1 ( )  0 x درf و لذا تابع1 0ناپذير است  مشتق. 

 

x درf اگر تابع:2نكته   aگاه  ناپيوسته باشد، آنfدر x aطور مثال تابع به. ناپذير است  مشتقf (x) [x] در نقاط صحيح 
x درfتوان گفت پيوسـتگي بنابراين مي .ناپذير است ناپيوسته و در نتيجه در اين نقاط مشتق aپـذيري  شرط لازم بـراي مـشتقf 

xدر aكافي نيستی است ول . 

fيعني اگر . طرفه نيز برقرار است     هاي يك   مطالب فوق براي مشتق    :تذكر (a))يا(f (a)   گاه تابع    موجود باشد، آنf در x a    پيوستگي راسـت 
x درfچنين اگر تابع هم. دارد) چپيا پيوستگي ( a گاه ناپيوسته باشد، آن) چپيا ( از راستf (a))يا(f (a)موجود نيست .  



  

15  

  مشتق :سوم فصل

  

  .شده بررسي كنيدپذيري توابع زير را در نقاط داده   مشتق:13مثال 
f)آ (x) [ x] ; (x ) 2 f)ب    1 (x) | x x | ; (x )  2 2 2  

xsin)پ xf (x) ; (x )x
x

  


1 0 0
0 0

f)ت   (x) cos ; (x )x
 1 1 1  

x درfتابع )آ  1ناپيوسته است، زيرا f ( ) 1 f و1 ( ) f ( )  1 1 x درfپس تابع. 2 1ناپذير است  مشتق.  
x درfتابع )ب   پيوسته است، زيرا2

x
lim f (x) f ( )


 
2

2   :چنين داريم هم. 0

  x

x x x

x

| x |(x )f ( ) lim
x| x x | | x | | x |f (x) f ( )f ( ) lim lim lim | x |(x )x x x f ( ) lim
x








  




                     


2 2
2 2 2

2

22 222 0 222 22 2 2 2 22

  

fچون ( ) f ( )  2 x درf، پس تابع2    .ناپذير است  مشتق2

x درfتابع )پ 0پيوسته است، زيرا :  0دار كران
x x

f ( ) , lim f (x) lim x sin
x 

   
0 0

10 0 0  

.     موجود نيست  :چنين داريم هم
x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim sin
x x x  

   
0 0 0

1
0 10 0  

x درfبنابراين تابع 0ناپذير است  مشتق.  
yدانيم اگر مي )ت cos u uگاه ، آن1  1 x   : باشيمدر اين تابع بايد داشته. 1  1 يا  | x | x

x | x |
        1 11 1 1 1 1  

x تنها در همسايگي راست    fكه تابع   يعني اين  1   پذيري اين تابع در   پس پيوستگي و مشتق   .  تعريف شده استx 1  و راسـت  ، به معني پيوسـتگي
x درfوجود مشتق راست 1است :  

  fدر x 1پيوسته است   .
x x

f ( ) cos , lim cos lim cos cos ( )
x x

    

 
     1 1 1 1

1 1

1 11 1 0 1 0  

  
u

cos u u

x x x x

xcos ~f (x) f ( ) xx xf ( ) lim lim lim lim
x x x x  

  

   


   
   

211 1 2 21

1 1 1 1

11 11
11 1 1 1 1  

xاين تابع نيز در   1پذير نيست  مشتق.
x x

x x xlim lim
x (x ) x x   

      
 1 1

1 1 1 2
1 1 0

  

  
f اگر:14مثال  (x) x [x] f باشد، حاصل2 ( ) f و2 ( )   ترتيب كدام است؟  به2

  . و موجود نيست4)4  . و موجود نيست8)3  4 و4)2  4 و8)1
xازاي  عبارت درون براكت به      xشود و   ، تبديل به عددي صحيح مي     2   f براكـت نيـست و ضـمناً تـابع         ، مينيمم نسبي تـابع درون     2

xدر  x در fپس تابع .  عامل صفركننده ندارد   2  xكـه تـابع درون براكـت، صـعودي اسـت، لـذا در       جـايي  اما از آن  .  ناپيوسته است  2   فقـط  2
fدر نتيجه. پيوستگي راست دارد ( )   :چنين هم.  موجود نيست2

.صحيح است) 3(ي  گزينه  
x x x x

(x )(x )f (x) f ( ) x [x] xf ( ) lim lim lim lim
x x x x   

   

         
   

2 2

2 2 2 2

2 2 22 8 2 82 82 2 2 2  
  

  تابع مشتق  

ي از رابطه) در صورت وجود (aي ثابت  در نقطهfقبلاً ديديم مشتق تابع 
h

f (a h) f (a)f (a) lim
h

  
0

fدر واقـع . آيـد  دسـت مـي    بـه  (a) در 

ي  عريف فـوق بـه جـاي نقطـه    حال اگر در ت.  استaي  در نقطه  fي خط مماس بر نمودار       عددي حقيقي و برابر شيب يا ضريب زاويه        ،صورت وجود 

xf(xي متغير  ، نقطهaثابت D )خواهيم داشت، را جايگزين كنيم :  
h

f (x h) f (x)f (x) lim h

  
0

  

fبه تابع    تابع مشتق ،f در واقع . گوييم   ميf      تابعي است كه به هر fx D حد فوق موجود باشد،    ازاي آن    به  كه f (x)     دليـل  . كنـد    را نظيـر مـي
fگذاري تابع مشتق، به اين خاطر است كه         نام      بع به كمك حدگيري از تاf   ازاي هـر    بديهي است كـه بـه     .  مشتق شده استx،f (x)     شـيب خـط ،

x)ي  در نقطهfمماس بر نمودار , f (x))است .  

y تابع مشتق تابع:تذكر f (x)را با نمادهاي ديگري مانند y،xy،dy
dxو df

dx دهند نيز نمايش مي.  
  .پذير باشد  هرگاه در تمام نقاط اين بازه مشتق،پذير گوييم  مشتقIي  را در بازهf تابع:پذيري در يك بازه تعريف مشتق



  گاج/ ) 2(رانسيل و انتگرال حساب ديف
  

16 

  

  .دست آوريد  تابع مشتق توابع زير را به كمك تعريف تابع مشتق به:15مثال 
f)آ (x) x  ب(nf (x) x ; (n   پ(f (x) sinx  

  

  )آ
h h h h

f (x h) f (x) x h x x h x x h x hf (x) lim lim lim lim
h h h x h x h ( x h x )   

            
   0 0 0 0

  

  
h
lim f (x)

x h x x
  

 0
1 1

2
  

  )ب
   n n n n

n n

h h h

n nx x h h xnf (x h) f (x) (x h) xf (x) lim lim lim
h h h



  

        

1

0 0 0

1 
  

  
     n n n

n
h

n n nh( x x h h )nlim f (x) nx
h

  




  
  

1 2 1
1

0

1 2 
  

  )پ
h h h

h hsin cos(x )f (x h) f (x) sin(x h) sin xf (x) lim lim lim
h h h  

     
0 0 0

2 2 2  

  
h h

hsin hlim lim cos(x ) cos x f (x) cos x
h 

      
0 0

12 2 22 2  
  

  گيري قواعد و قضاياي مشتق  
 فرسـا   اي نيست و در برخي مواقع كاري مشكل و طاقـت            عريف، كار ساده  ي تابع مشتق يك تابع به كمك ت         طور كه در مثال قبل ديديد، محاسبه        همان

در . (كنـيم  آيند، استفاده مي دست مي ها و قواعد زير كه همگي از تعريف تابع مشتق مانند مثال قبل به         ي مشتق توابع از فرمول      لذا براي محاسبه  . ستا
  .) استx، تابعي برحسبuقواعد زير منظور از

  تابع  مشتق تابع  تابع  مشتق تابع

y sin x   y cos x) 15 y 0 )ثابت(y k )1  

y u sin u   y cos u) 16 y kf (x)  y kf (x) )2  

y tan x   21 y tan x) 17 y f (x) g (x)    y f (x) g(x)  )3  

y u ( tan u)   21 y tan u) 18 y f (x)g(x) g (x)f (x)    y f (x) g(x)  )4  

y ( cot x)    21 y cot x) 19 f (x)g(x) g (x)f (x)y
(g(x))

   2 f (x)y
g(x)

 )5  

y u ( cot u)    21 y cot u) 20 ny nx   1 ny x )6  

y
x

 
 2
1

1
 y sin x 1) 21 ny nu u   1 ny u )7  

uy
u

 
 21

 y sin u 1) 22 y ; (x )
x

  1 0
2

 y x )8  

y
x

 
 2

1
1

 y cos x 1) 23 uy ; (u )
u
  0

2
 y u )9  

uy
u

 
 21

 y cos u 1) 24 m m n
nuy

m u 

  m ny u )10  

y
x

 
 2
1

1
 y tan x 1) 25 xy , (x )

| x |
  0 y | x | )11  

uy
u
 

 21
 y tan u 1 )26 u uy , (u )

| u |
  0 y | u |) 12  

y
x
 
 2

1
1

 y cot x 1 )27 y cos x  y sin x) 13  
uy
u
 

 21
 y cot u 1 )28 y u cos u  y sin u) 14  

ايبسط دوجمله

 تبديل جمع به ضرب
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  مشتق :سوم فصل

  

  .نيد مشتق توابع زير را حساب ك:16مثال 

f)آ (x) x x  x)ب  1 xf (x)
x




3
2 2

  

f)پ (x) sin( cosx)   ت(f (x) sin x tan ( )x
  1 1 12  

   

xf  )آ (x) x
x

   


1
2 1

  

  )ب
( )(x ) x( x x)

xf (x)
(x )

   

 


2 3
3 2

2 2

1 1 2 2
3

2
  

f  )پ (x) sin x cos ( cos x)     

x  )ت xf (x)
x ( )x


   

 

2

2

11
22 11 1

  

  

 حاصل:17مثال 
h

cos( x h) cos xlim h

 
0

3   : برابر است با3

1(sin x 3  2(sin x3 3  3(sin x3  4(sin x3 3  
   

h اگر چه به ظاهر دو متغير داريم، ولي چون         ،توجه كنيد كه در اين سؤال      0  پـس ،h   متغيـر و x    ي هوپيتـال     بـا اسـتفاده از قاعـده      .  ثابـت اسـت

HOP  :توان نوشت مي) hگيري نسبت به  مشتق(

h h

cos ( x h) cos x sin ( x h)lim lim sin x
h 

    
 

0 0

3 3 3 0 31  

  .صحيح است) 1(ي  پس گزينه
  

f اگر:18مثال  (x) (x x )  2 g(x) و52 (x x )  2 f باشد، حاصل52 (x)g(x) g (x)f (x) ازاي  بهx     كدام است؟0
1(80  2(5  3(5  4(80  

f)چون  g) (x) f (x)g(x) g (x)f (x)      پس بايد ،(f g) ( ) f)پـس ابتـدا   .  را محاسبه كنيم   0 g)(x)   آوريـم و   دسـت مـي    را بـه
xسپس از آن مشتق گرفته و 0كنيم  را جايگزين مي:  

  (f g)(x) f (x)g(x) (x x ) (x x ) ((x x )(x x ))           2 5 2 5 2 2 52 2 2 2  
  (f g)(x) (x x ) (f g) (x) ( x )(x x ) (f g) ( ) ( )( )                 4 5 3 4 42 5 4 1 2 0 5 1 16 80  

  .صحيح است) 4(ي  پس گزينه
  

f اگر:19مثال  (x)
( sin x cos x ) 


 1 1 10

g(x) و1 ( sin x cos x )   1 1 f باشد، حاصل10 g g f ازاي  بهx     كدام است؟1

)3  1)2  صفر) 1

2  4(


2  

fكه  با توجه به اين g g ff( )
g g

   f، لذا از تابع2
g

  :كنيم استفاده مي 

  f (x)f (x)
g g(x) (sin x ( cos x))( sin x cos x ) ( sin x cos x )

    
  

    
1 1 101 1 10 1 1 10

1 1  

  
sin x cos x f g g ff( ) (x) (x) (f g g f )(x)

g(sin x cos x ) g( )

  

 
          

   

1 1
2

1 1 10 210
1 1 0 0 0

2

  

  (f g g f )( )   1 0  
  .صحيح است) 1(ي  بنابراين گزينه
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 اگر تابع:20مثال 
ax b x x

f (x)
xx

    


2 0 1
1 1

x به طوليا  در نقطه  bپذير باشد،  مشتق1 aكدام است؟   

1(4  2(3  3(2  4(1  
   

x درfپذيري دانيم شرط لازم براي مشتق مي 1پيوستگي ،fدر x 1چون تابع.  استfدر x 1اريم پيوسته است، د:  
  )1     (

x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) a b

  
    

1 1
1 1  

  )2     (f ( ) f ( )
bax x bf ( ) a bxf (x) a a b

f ( )x
x

  



                  
    



1 1

2

2 0 1
1 22 2 1 4 221 21 11

  

  a , b b a      1 2   )1(و ) 2 (3
  . صحيح است) 2(ي  بنابراين گزينه

  
وده و سپس از آن مش  در صورت امكان بهتر است ابتدا آن تابع را ساده، تابعکي مشتق ي سبه براي محا:نكته  .تق گرفتتر 

  
  .دست آوريد  مقدار مشتق توابع زير را در نقاط داده شده به:21مثال 

x)آ xf (x) ; (x )
x x

 


2
1  

f)ب (x) sinxcos x cosxsin x ; (x )  3 3
12  

x)پ x x (x )f (x) ; (x )
x x

   
2

3 3 1
3

  

   
  .كنيم ي تابع را ساده مي  از اتحاد مزدوج ضابطههبا استفاد )آ

  (x x )(x x )f (x) x x f (x) f ( )
x x x

          


1 11 1 22
  

sinبا استفاده از روابط )ب sin cos   2 cos و2 cos sin    2   :توان نوشت  مي22

  f (x) sin x cos x(cos x sin x) sin x cos x sin x f (x) cos x f ( ) cos          2 2 1 1 12 2 4 42 4 12 3 2  

  :به كمك فاكتورگيري داريم )پ

  x x ( x x )f (x) x x f (x) f ( )
x x x x

            
 

3 3 1 1 33 1 43 2 2 3
  

  

 اگر:22مثال          f (x) x x x x x x x     2 25 5 5 5 51 1 2 3 4 f، حاصل5 ( )    كدام است؟1

1(80  2(40  3(32  4(20  
  :دانيم  مي

       n n n n nn n n(a b) a a b a b bn
      1 2 2

1 2   

nود كهش ، معلوم ميfي تابع اي فوق با ضابطه ي بسط دوجمله با مقايسه  5،a 1و b x .پس:  

  f (x) ( x ) f (x) ( x ) f ( )
x

        5 411 5 1 1 40
2

  

  .صحيح است) 2(ي  پس گزينه
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  مشتق توابع داراي عامل صفركننده  
f تابع فرض كنيد  (x) g(x)h(x)  در همسايگي x a        توابـع  تعريف شـده باشـد وg و h در x a  پـذير بـوده و       مـشتقg(a) 0  در .  باشـد

f  :صورت داريم اين (a) g (a)h(a)   
xازاي  كه يكي از عوامل به      طوري   به ،ضرب دو يا چند عامل باشد       صورت حاصل   به fيعني اگر قانون تابع    a        ي مـشتق      صـفر شـود، بـراي محاسـبه

x درfتابع a،x aازاي گيريم و مقدار آن را به  سپس از تابع مشتق ميگذاري كرده،  را در عوامل غير صفر جايx aيابيم  مي.  
  

  .دست آوريد ي داده شده به ازاي نقطه  مقدار مشتق توابع را به:23مثال 

f)آ (x) (x ) x x ; (x )    32 31 5 2 f)ب  1 (x) x(x )(x ) (x ) ; (x )    1 2 10 0  

f)پ (x) sinx sin x sin x ; (x )   2 3 2  

x)ن تابع عامل  در اي  )آ  )2 xازاي   به 1 1   صفرشونده و عامل ،h(x) x x  3 3 5 بنابراين ابتـدا بـه جـاي عامـل         .  غيرصفر است  2
x در غيرصفر، مقدار آن را    1      مـشتق گرفتـه و عـدد        از تـابع حاصـل      قـرار داده و سـپس x 1     چـون . كنـيم    را جـايگزين مـيh( ) 1  در   پـس  ،2

xهمسايگي 1داريم :  (x ) ; f (x) (x ) f (x) x f ( )       21 2 1 4 1 4  
  :توان نوشت  نيز ميزيراين مطلب را به صورت 

  f (x) (x ) x x f ( ) x x x x          
3 32 3 31 5 2 1 2 5 2 2 2 41  

xازاي به x عاملدر اين تابع )ب 0، در همسايگي. صفرشونده استx 0داريم :  
  (x ) ; f (x) x( )( ) ( ) x f (x) f ( )            0 1 2 10 10 10 0 10  

sin عامل)پ x2 ازاي بهx  sinصفرشونده و عوامل ،2 xو sin x3  گذاري با جاي. غيرصفرنددر اين نقطهx    : در عوامل غير صفر داريم2

  (x ) ; f (x) sin sin sin x sin x f (x) cos x f ( )             3 2 2 2 2 22 2 2 2  

  

f اگر:24مثال  (x) cos sinx x
   3  باشد، حاصل3

h

f ( h) f ( h)lim h

  
0

2 3    كدام است؟2

1(  2( 4  3(
4  4(  

  
h

f ( h) f ( h)lim f ( )


     
0

3 2 3 2 4 HOPحاصل حد21
h

f ( h) f ( h)lim
h

  
 

0
2 3 2 0

0  

cos عامل،fدر تابع
x
 ازاي بهx  sin و صفرشونده است،2   3 3 x در همسايگي پس،12    : داريم2

  (x ) ; f (x) cos f (x) sin( ) f ( ) f ( )
x xx
                22 2 4 24  

  .صحيح است) 1(ي  پس گزينه
  

f اگر در تابع:نكته (x) g(x)h(x)،x aي مضاعف يـا مكـرر تـابع  ريشهgابـعو ت باشـد وgو hدر aد، نپـذير باشـ  مـشتق
fگاه آن (a) 0.به عبارت ديگر اگر x aنده در تـابعفركن بـراي عامـل صـي مضاعف يـا مكـرر  ريشهfگـاه  باشـد، آنf (a) 0 .

xطور مثال به  fنده در تابعي مضاعف عامل صفركن ، ريشه2 (x) (x ) (x x )  2 2 f پس است،32 ( ) 2 0 
  

x) مشتق تابع:25مثال  ) xf (x)
x xx x

  
 

2 2
3 5
1 1

1
xازاي  به     كدام است؟1

1)2  صفر) 1
3  3(2

3  4(1  

x 1 نده در عبارت  ي مضاعف عامل صفركن      ريشه(x )
x x




2

3
xمشتق اين عبارت در   پس  .  است 1 1  چنين در قـسمت دوم   هم.  برابر صفر است

xتابع، يعني
x x


 

2

5
1

1
xازاي ، صورت كسر به 1گذاري  با جايپس.  عامل غيرصفر است كسرنده و مخرج عامل صفركنx 1 داريمكسر در مخرج :  

x.صحيح است) 3(ي  گزينه   x(x ) ; f (x) f (x) f ( )        
2 1 2 21 13 3 3  

     

  ندهعامل صفرشو
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  مشتق توابع شامل قدرمطلق در يك نقطه  

x در fفرض كنيد تابع   a پـذير بـوده و       مشتقf (a) 0 .        ي مـشتق تـابع      در ايـن صـورت بـراي محاسـبهy | f (x) |       پـذير     و يـا تـابع مـشتق
|شامل f (x) x به طول  اي   نقطه  در | a   ابتدا علامت تابع ،f   را در همسايگي x a      مشتق سپس از تابع    . داريم   مشخص نموده و قدرمطلق را برمي

xگرفته و aكنيم  را جايگزين مي.  
x درfكه  در حالتي:تذكر aپذير بوده و  مشتقf (a) 0پذيري تابع ، در مورد مشتقy | f (x) |بعداً صحبت خواهيم كرد .  

  
  .دست آوريد  مقدار مشتق توابع زير را در نقاط داده شده به:26مثال 

f)آ (x) | x x | ; (x )   2 3 1 1  

f)ب (x) | x | | x | | x | | x | ; (x )         51 2 100 2  

  
g(x)، يعنيقدرمطلقمقدار تابع درون  )آ x x  2 3 xازاي ، به1 1در همسايگيپس.  منفي است x 1توان نوشت  مي:  

  f (x) x x f (x) x f ( )          2 3 1 2 3 1 1  

xازاي  به )ب  5
x در همسايگي  پس. ها منفي است     قدرمطلق ي   درون بقيه  هاي   ولي مقدار عبارت   ،، مقدار تابع درون سه قدرمطلق اول مثبت       2  5

2 

  :توان نوشت مي
  f (x) x (x ) (x ) ( x) ( x) ( x)           1 2 3 4 100  

 xهاي منفي ساده شده و لـذا نـودوپنج       xهاي مثبت با سه تا از     xها، سه تا از      قدرمطلق داشتيم كه پس از حذف قدرمطلق       f،101ي تابع   در ضابطه 
  :در واقع داريم. ها براي ما اهميت ندارد شود، مقدار آن ها صفر مي ماند كه چون مشتق آن مي عدد باقي يمنفي و تعداد

  f (x) f ( )      595 fعدد952 (x) x  95  

  
f اگر:27مثال  (x) || x x | |  4حاصل ،f ( )    كدام است؟4

1( 3
2  2( 3

4  3(3
4  4(3

2  

x مقدار  x ازاي   بهx  |پس.  منفي است  4 x x | x x   . پـسf (x) | x x |   چنـين مقـدار عبـارت درون     هـم . 4
x يعنيقدرمطلق بيروني x  xازاي  به،4  xبنابراين در همسايگي.  منفي است4    : داريم4

  f (x) x x f (x) f ( )
x

           1 34 1 4 42
  

  .صحيح است) 2(ي  پس گزينه
  

  ابع شامل براكت در يك نقطهمشتق تو  

x در تابعي شـامل براكـت بـوده و    fفرض كنيد  a ي مـشتق تـابع   در ايـن صـورت بـراي محاسـبه    . پـذير باشـد    مـشتقfدر x a  ابتـدا در ،
xهمسايگي aداريم و سپس از تابع مشتق گرفته و صحيح را تعيين كرده و جزءصحيح را برمي ، مقدار جزءx aكنيم  را جايگزين مي.  

  

f مقدار مشتق تابع:28مثال  (x) sin x[cosx] xازاي  به4  3
   كدام است؟4

1(4  2(2  3(2  4(4  

cos] مقدار x]ازاي  بهx  3
x پس در همسايگي است،1 برابر4  3

  :واهيم داشت خ4

  f (x) sin x f (x) cos x f ( ) cos          34 4 4 4 3 44  

  .صحيح است) 4(ي  پس گزينه
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ن:نكته x درfطور كه گفتيم، پيوستگي تابع  ه aپذيري ، شرط لازم براي مشتقfدر x aنابراين تـابع از هـر طـرفي ب.  است
xكه در aپيوسته باشد، مشتق آن در x aن طرف مي ي توابع  طرفه کي مشتق ي لذا براي محاسبه.  باشدتواند موجود  نيز از ه

xشامل براكت در aن طرف در ، درصور xكه تابع از ه aن همسايگي ي پيوسته باشد، م طرفه تعيـ  کقدار براكت را در ه
xسپس از تابع مشتق گرفته و. داريم وده و براكت را برمي aكنيم  را جايگزين مي. 

  
f اگر:29مثال  (x) | x | [x ] 2 f، حاصل34 ( ) f ( )  2    كدام است؟2

1(4  2(4  3(60  4(60  
   
xازاي   براكت به   عبارت درون  اگرچه مقدار   x درfكه تابع شود، اما به دليل اين       برابر مقداري صحيح مي    2  در بيـرون  نده ، داراي عامل صـفركن 2

x درfاست، لذا تابعبراكت     : بنابراين داريم.باشد مي از چپ و راست پيوسته 2
  x : | x | x , [x ] f (x) (x ) f (x) x f ( )

            2 2 3 22 4 4 8 8 4 16 2 32  
  x : | x | x , [x ] f (x) ( x ) f (x) x f ( )

              2 2 3 22 4 4 7 7 4 14 2 28  
fبنابراين ( ) f ( ) ( )      2 2 32 28   .صحيح است) 3(ي   و در نتيجه گزينه60

  

f اگر:30مثال  (x) x [ x] 2 f باشد،3 ( ) f و1 ( )   اند؟ ترتيب كدام  به1
  8موجود نيست و) 4  4موجود نيست و) 3  . و موجود نيست4)2  8 و4)1

   
xازاي عبارت درون براكت به   1چون. شود ، به عدد صحيح تبديل ميx 1نسبي تابع درون براكـت نيـست و نيـز تـابع    نيمم، مي fدر x 1  و در

x در fنده ندارد، پس تابع   بيرون براكت عامل صفركن    1 لـي اسـت، لـذا تـابع    جـايي كـه تـابع درون براكـت همـواره نزو      اما از آن.  ناپيوسته استf 
xدر 1    بنابراين بـه دليـل عـدم پيوسـتگي راسـت          .  فقط پيوستگي چپ داردf در x 1،f ( ) xامـا در همـسايگي چـپ      .  موجـود نيـست    1 1 

]داريم x] [ ]  3 2   :در نتيجه. 2
  x ; f (x) x f (x) x f ( )

      21 2 4 1 4  
  .صحيح است) 3(ي  پس گزينه

  
  

ــه ـــر:نكتـ ax اگ bf (x)
cx d




ـــاه ، آن adگ bcf (x)
(cx d)

 
 ـــر2 ـــلي اگ ـــابعي ازu و در حالـــت ك au باشـــد وx ت by

cu d



 ،

ad)گاه آن bc)uy
(cu d)

 
 2 

  

sin مقدار مشتق تابع:31مثال  xf (x)
sin x




2
2

2 1
3 1

xازاي  به     كدام است؟4

1(4
5  2(4

25  3(5
4  4(25

4  

   
sinبا فرض x u2ي فوق داريم ، با استفاده از نكته:  

  ( ( ))(sin x) sin xf (x) f ( )
( sin x ) ( sin x ) ( )

       
 

2

2 2 2 2 2
2 3 5 2 5 4

4 5 53 1 3 1
2

  

  . صحيح است)1(ي  پس گزينه
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fاگر .1 (x)

x
 f و1 (a)  4 ،باشد a هاي گاج آزمون(   كدام است؟(  

1(1
16  2(16  3(1

4  4(14  

yمشتق تابع   .2 cos x
 x در2    )هاي گاج آزمون(   كدام است؟12

1(
144  2( 144  3( 288  4(

288  

fاگر .3 (x) x x  2 f باشد،1 ( )    كدام است؟5

1(1
4  2(3

4  3(1
8  4(3

8  

fمشتق تابع   .4 (x) ( x )x  3 x در24    )هاي گاج آزمون(   كدام است؟8

1(1
7  2(16

7  3(7
16  4( 1

7  

fاگر .5 (x) cot x 1 f باشد، مقدار 2 ( ) 1
  )هاي گاج آزمون(   كدام است؟2

1(1  2(1  3(1
2  4( 1

2  

yمقدار مشتق    .6 sin x  x در22    )هاي گاج آزمون(   كدام است؟ 6

1(3
6  2(3

3  3(2 3
3  4(3  

yمشتق تابع   .7 xsin x x  1 x در21  1
  )هاي گاج آزمون(   كدام است؟2

1(
6  2( 6  3(

3  4( 3  

xfتابع مشتق تابع .8 (x) sinxcos 22    كدام است؟2
1(cos x1  2(cos x1  3(cos x cos x 2  4(cos x cos x 2  

xfاگر .9 (x) sgn(x x )x
  21 1،f (x)151ي   صفحه- كتاب درسي9 ي مسأله(   كدام است؟(  

1(
x2
1  2(

x
 2

1  3(
x2
2  4(

x


2
2  

xyمشتق تابع . 10
x x




3 2
3

xازاي  به1     كدام است؟1

1( 1
3  2(1

3  3(1
9  4( 1

9  

xي مشتق تابع با ضابطه . 11 x x (x )y
x x

  
2

5 5
5

x در    قدر است؟  چه4

1(5  2(5
6  3(13

72  4(5
12  

yمشتق تابع . 12 ( x x ) ( x x )      3 24 1 4 x در1     كدام است؟0

1(9
4  2(27

4  3( 27
4  4( 9

4  
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fاگر . 13 (x) ( x x )  2 102 4 g(x) و1 ( x x )  2 102 4 f، حاصل1 g g f در x     كدام است؟3

1(1  2(2  3(1
  صفر) 4  2

fاگر . 14 (x) x x g(x) و3
x x

 3
f، حاصل1 (x)g(x) g (x)f (x) در x     كدام است؟1

1(21
12  2(1  3(21

12  4(5
12  

fاگر . 15 (x)
x x


 2

1
1

g(x) و x x  2 f باشند، حاصل 1 (x)g(x) g (x)f (x) هاي گاج آزمون(   كدام است؟(  

1(1  2 (3  صفر(x2  4(x 2 1  

fاگر . 16 (x)g(x) g (x)f (x) x   f و2 (x) x 2 g باشد، مشتق تابع   3
fدر x    )هاي گاج آزمون(   كدام است؟3

1(1
2  2( 1

2  3(1
4  4( 1

4  

xfاگر . 17 (x) x sinx


x و sin x xsinxg(x) x
 



2 2 2
ffگاه  آن ،1 g g f  xازاي  به22     كدام است؟1

1(1
2  2(1

4  3( 1
4  4(1  

xfاگر . 18 (x)
x x


 

2
2 1

g(x) و
x x


 2

1
1

xf باشند، حاصل (x) g (x) f (x)  كدام است؟   

1(1  2(x 1  3(x 1  4(1  

yمشتق تابع . 19 (x )(x ) (x )   3 3 31 2 28در x    قدر است؟  چه3
1(27  2(26  3(( ) 27  4(( ) 26  

x)مشتق تابع . 20 ) x xf (x)
x x

  
 

2 3
2

4 2 11
2

x در     كدام است؟2

1)2  صفر) 1
4  3(1

2  4(1  

xfاگر . 21 (x) x (x )sin x
  


11 f باشد، مقدار1 ( ) f ( ) 1    كدام است؟1

1(
6  2( 6  3(

4  4( 4  

fمشتق . 22 (x) (x ) | x | (x ) (x )     3 33 3 3 xدر 4    قدر است؟ چه 3
1(1  2(1  3 (پذير نيست مشتق) 4  صفر.  

x مشتق تابعمقدار . 23 x xy x
  



3 23 3 2
x در2  1برابر است با :  

1(1  2(1
2  3( 1

2  4(1  

اگر . 24
h

f (x h) f (x h)lim xh

   
0

fگاه ، آن2 ( )    كدام است؟4

1(2
3  2(4

3  3(4  4(2  

fاگر . 25 ( ) f ( )  2 2 2  باشد، حاصل1
h

f ( h) f ( )lim h

 
0

2   )هاي گاج آزمون(   كدام است؟ 2

1(1
2  2(1

3  3(1
4  4(2

2  
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fاگر . 26 (x) x 9  باشد، حاصل2
h

f ( h) f ( )lim h

 3 3

0
1   )135ي   صفحه-تمرين در كلاس كتاب درسي(   كدام است؟ 1

1(1
9  2(2

9  3(2
3  4(1

3  

حاصل . 27
h

sin(cosx h) sin(cosx)lim h

 
0

  )هاي گاج آزمون(   كدام است؟ 

1(sin x cos (cos x)  2(cos (sin x)  3(sin (sin x)  4(cos (cos x)  

عبارت . 28
h

( h) ( h)lim h

   2

0
3 2 3 درستي انتخاب شده      در كدام گزينه به    a و f. است a به طول  يا  در نقطه  f مربوط به تعريف مشتق تابع     15

  )هاي گاج آزمون(  است؟
1(f (x) x x 2 2،a  3    2(f (x) x x 2 2،a  3      
3(f (x) x x 2 3،a  2    4(f (x) x x 2 3،a  2  

fاگر . 29 (x) [x]cos x
باشد، حاصل 

h

f ( h) f ( h)lim h

  

0
2 3   )هاي گاج آزمون(   كدام است؟ 2

  3(2  4(5)2  .وجود ندارد) 1
4  

x، در تابعaازاي كدام مقدار به . 30 a x
f (x)

b x x
 

 


3
1
f، مقدار1 ( )    موجود است؟1

  3)4  2)3  1)2  صفر) 1

x)اگر تابع . 31 ) xf (x)
ax a b x
   

  

31 0
x در 0    )137ي   صفحه-مثال كتاب درسي(   كدام است؟abپذير باشد،    مشتق 0

1(6  2(4  3(4  4(6  

 ي اگر تابع با ضابطه . 32
asinx cosx x

f (x) x xbsin cos x

      

3
22 2

x در    پذير باشد، دوتايي مرتب       مشتق(a,b)هاي گاج آزمون(   كدام است؟(  

1(( , )1 3  2(( , )1 3  3(( , ) 1 3  4(( , )1 3  

ax[x]اگر تابع . 33 x
f (x)

bx ax x
 

 
  

2
1 1

2 1 xر  د1  aپذير باشد،    مشتق 1 bهاي گاج آزمون(   كدام است؟(  

  4)4  2)3  6)2  صفر) 1

fدر تابع . 34 (x) | x x | 5مقدار ،f ( ) f ( ) 1    كدام است؟4

1)2  صفر) 1
2  3(3

2  4(3  

yمشتق تابع . 35 | x | | x | | x |      2 2 21 2 10ازاي  بهx  3
  قدر است؟  چه2

1(30  2(18  3(30  4(18  

fاگر . 36 (x) | sinx cosx |cosx ،باشد f ( )    كدام است؟12

1)3  .وجود ندارد) 2  صفر) 1 3
2  4( 1 3

2  

fاگر مشتق راست   . 37 (x) a | sinx cosx |  در x    )هاي گاج آزمون(   كدام است؟ a باشد،1 برابر4

1(2  2( 2  3(2
2  4( 2

2  

xfمقدار مشتق تابع . 38 (x) x [ ] 3 2
x در3    قدر است؟  چه2

   صفر)4  18)3  12)2  24)1
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1   

  f (a)xf (x)
x x x a a

 


       4
1

1 12 4
2 2

  

  a a a   1 1
8 4  

2   

  y (x) ( )sin cos sin
x x xx x

        2 2
22  

  y ( )     112 144 2 288  
3   

  xf (x) f ( )
x x


    

 

1 11
11 25 2 42 2 1

  

4   

  f (x) ( )( x )
xx x

     3
2 3 2

4 1 42
3

  

  f ( ) ( )( ) ( )( )       4 1 1 7 3 78 2 2 264 12 2 48 2 16  
5   

  xf (x) f ( )
x


    



2
1 12 2

1 2 2 2  
6   

  sin xy y ( )
sin x

    
 2

3
2 32

6 692 2 2 4

  

7   

 x xy (x) sin x sin x y ( )
x x

        
 

1 1
2 2

1
2 61 1

  

8   

  xf (x) sin x( cos ) sin x( cos x)  22 12  

  sin x sin x cos x sin x sin x    1 22  
  f (x) cos x cos x   2  

9   
  x x sgn(x x )      2 21 0 1 1  

  xf (x) f (x)
x x
     2

1 1  

10   

  x xy x
x x xx ( x )

    
 

13 32 2
3

3 33 23
1 1 1

1
  

  y x y ( )


      
4
31 113 3  

11   

  x x ( x x )y x x
x x

  
   


5 5 5

5
  

  y y ( )
x x

       


1 1 1 1 54 4 6 122 2 5
  

12   
  y ( x x )(( x x )( x x ))          24 1 4 1 4 1  

  ( x x ) y ( )
x x

      
 

1 19 4 1 9
2 4 2 1

  

  y ( ) ( )    1 1 90 9 4 2 4  

13   

 (f g)(x) f (x) g(x) (( x x )( x x ))        2 2 102 4 1 2 4 1 1  
  (f g) (x) f ( )g( ) g ( )f ( )       0 3 3 3 3 0  

14   

  f (x) x x x x x   
7

43 7 7 4  

  g(x) x
x x x


  

4
3

3 3 4
1 1  

  f (x)g(x) x x x (f g) (x) x
 

      
7 4 5 7
4 3 12 125

12  

  (f g) ( ) f ( )g( ) g ( )f ( )       5 51 1 1 1 112 12  

15   

  f (x)f (x)
g g(x) (x x )(x x )

 
   2 2

1
1 1

  

  f( ) (x)
gx (x )
    

 2 2
1 1 0

1
  

  f (x)g(x) g (x)f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)
g (x)

       2 0 0  

16   

  g g (x)f (x) f (x)g(x) x( ) (x)
f f (x) x

    


2

2 2 3
  

  g( ) ( )
f
   13 2  

17   
ffچون g g f (f g)    2 f، لذا ابتدا  22 g2      را محاسبه كرده و سپس 

xگيريم و از آن مشتق مي 1كنيم  را جايگزين مي:  
  (f g)(x) f (x) g(x) 2 2  

  x x sin x x sin x x
x xx sin x x sin x

   
  

2 2

2 2
2

1 12
  

  (f g) (x) (f g) ( )
(x )

    


2 2
2

1 11 41
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18   

  x xxf (x) g(x)
x x x x x x

   
     

3 3

2 2 2
1 1

1 1 1
  

  (x )(x x ) x
x x
  

  
 

2

2
1 1 1

1
  

  (xf (x) g(x)) xf (x) f (x) g (x)        1 1  
19   

xعبارت 3   :پس. نده است عامل صفركن27

  y ( ) x (x )(x ) (x )(x ) x      
2 3 3 3 33 3 1 2 26 28 3  

  ( ) ( )         27 26 25 1 1 27  
20   

  ندهعامل صفركن   

  (x ) x xf (x) f ( ) x xx x
        

2 3

2
4 2 11 1 12 2 28 22



  

21   
  


xf (x) x (x )sin f ( )

x
      


11 1 11 4

  

  ندهل صفركنعام  

fاز طرفي ( ) 1 f  :پس. 1 ( ) f ( )   1 1 4  

22   
  f (x) (x ) | x | (x ) x     33 3 3 4  

  f ( ) ( ( ))      3 1 0 1 1(x ) (| x | x )    33 3 4  

23   
(x x x ) (x ) (x )y

x x x x
      

   
   

3 2 3 33 3 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2  

x)عبارت )
x



31
x در 2  1   1تـر از    نده با توان بيش    داراي عامل صفركن 

  :پس. در اين نقطه صفر استآن بوده و لذا مشتق 

  y x(x )
      2

10 112
  

24   

  
h

f (x h) f (x h)lim x
h

  


0
2  

 HOP
h

f (x h) f (x h)lim x f (x) x


       
0

2 2 21  

  f (x) x f ( )    4 2  
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  HOP

h h

f ( h)
f ( h) f ( ) f ( h)

lim lim
h 

  
  

0 0

2 0
2 2 2 2

1  

  
f ( )

f ( )
f ( )

f ( )

 






12 2
2 1

2 1
42 2
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   f (x) x x f (x) x


   
2 7

9 2 9 92
9  

  f ( ) ( ) 1 f   و  1 ( )  21 9  

  HOP

h h

f ( h) f ( ) f ( h)f ( h)lim lim
h 

    3 3 2

0 0
1 1 3 1 1 0

1  

  
( )

f ( ) f ( ) ( )( )


 2 22 23 1 1 3 19 3  

27   

  
h

sin(cos x h) sin(cos x)lim
h

 
0

  

  HOP

h

cos(cos x h)lim cos(cos x)


 


0
0

1  

28   
  ):1(ي  گزينه

  f (x) x x , a  2 2 3  

  
h h

( h) ( h)f ( h) f ( )f ( ) lim lim
h h 

      
2

0 0

3 2 3 153 33  

  ):2(ي  گزينه
  f (x) x x , a  2 2 3  

   
h h

( h) ( h)f ( h) f ( )f ( ) lim lim
h h 

      
2

0 0

3 2 3 33 33  

  ):3(ي  گزينه
  f (x) x x , a  2 3 2  

  
h h

( h) ( h)f ( h) f ( )f ( ) lim lim
h h 

      
2

0 0

2 3 2 102 22  

  ):4(ي  گزينه
  f (x) x x , a   2 3 2  

 
h h

f ( h) f ( ) ( h) ( h)f ( ) lim lim
h h 

            
2

0 0

2 2 2 3 2 102  
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  x : f (x) cos
x

  2 2  

  f (x) sin f ( )
xx


      2

2 2 2  

  x : f (x) cos
x

  2  

  f (x) sin f ( )
xx


      2 2 4  

HOP

h h

f ( h) f ( h) f ( h) f ( h)lim lim
h  

      

0 0

2 3 2 3 2 3 2
1  

 
f ( )h h , h

f ( )
f ( ) f ( ) ( )

       
   

     
20 3 0 0 2

2 4

53 2 2 3 4 2 4  

  
  

  

 ندهعامل صفركن



  

27  

  مشتق :سوم فصل

30   
xر بايد دfاولاً تابع 1پس.  پيوسته باشد:  

  
x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) a b ( )

  
     

1 1
1 1  

fثانياً مقادير ( ) f و1 ( )   . برابر باشند بايد موجود و1

 f ( ) f ( )
x f ( ) bbf (x) bx f ( )

x

 
  



           

1 1

3 2

1 1 1 1
11 1 333

  

  ( )b a   3 2  
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  :داريم. كنيم ت قبل عمل ميمانند تس
  

x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) a b ( )

  
     

0 0
0 1  

  
f ( )(x ) xf (x)

a x f ( ) a




         

2 0 33 1 0
0 0

  

  f ( ) f ( ) ( )a b ab          0 0 3 2 6  
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x x
lim f (x) lim f (x) f ( ) b

  
     3  

  a cos x sin x x f ( ) af (x) b x x f ( )cos sin x




              

3
12 2 2

  

  f ( ) f ( ) a a         1 1  
33   

xدر همـــسايگي 1ــابطه ــابع ، ضـ ــه  را مـــيfي تـ ــوان بـ ــورت تـ  صـ
ax x

f (x)
bx ax x

 
    

2
1 1

2 1 1
  . نوشت

  
x x
lim f (x) lim f (x) f ( )

  
 

1 1
1  

  )1   (a b a a b       1 2 1 2  

  
f ( ) aa x

f (x)
bx a x f ( ) b a





          

11
2 2 1 1 2 2

  

  )2  (f ( ) f ( ) a b a a b       1 1 2 2 2  
  b , a a b      2 4   )1(و ) 2 (6
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  x x x f (x) x      
3
21 5 0 5  

  f (x) x f ( )      
1
23 312 2  

  x x x f (x) x      
3
24 5 0 5  

  f (x) x x f ( )     
1
23 3 4 32 2  

  f ( ) f ( )    31 4 2  

35   

  x : y (x ) (x ) ( x ) ( x )           2 2 2 23 1 2 3 102   

yعدد   x   26  

  y x y ( )      312 182  

36   

  x cos x sin x  12  

  f (x) (cos x sin x)cos x cos x sin x cos x    2  

  f (x) cos x sin x f (x) sin x cos x      2 1 2 2 22  

  f ( )      1 3 1 3
12 2 2 2  

37   

  x ( ) sin x cos x  4  

  f (x) a(sin x cos x) f (x) a (cos x sin x)      

  f ( ) a
  24  

  
f ( )

a a
 

   
14 22 1 2  

38   

xدر همسايگي  ]x، داريم2 ] 2   :پس. 13

  x ; f (x) x f (x) x f ( )      3 22 3 2 12  
  

  


