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  مفهوم نسبت و تناسب  
  

  . شويم براي اين منظور ابتدا با مفهوم نسبت و تناسب آشنا مي. هاي هندسي است ي تالس و تشابه، نسبت اساس كار ما در بحث قضيه

a(b كسر :نسبت )
b

0  را نسبتa بهb خط   براي مثال نسبت پاره    .گوييم  ميAB خط  پاره به CD   را به صورتAB
CD

 دهـيم و حاصـل      نمايش مـي   
AB
CD

  .گوييم خط مي را نسبت آن دو پاره 

a تساوي دو نسبت را تناسب گوييم، مانند       :تناسب c
b d
     گوييم  كه در اين تناسب ميa وb باc وd  گـوييم    بـراي مثـال وقتـي مـي       . انـد   متناسـب

Aهاي خط با پاره CDو ABهاي خط پاره B  وC D  ي ها رابطه اند، يعني بين آن متناسبAB A B
CD C D

    برقرار است.  

a در تناسب:يادآوري b
b c
 ) يا معادل آنb ac2(،b  ميانگين هندسي)ي هندسي واسطه(a وc شود ناميده مي.  

CBواقع باشد كهخط چنان  روي اين پاره Cي باشد و نقطه برابر ABخط  اگر طول پاره k
CA

هاي خط ، طول هر يك از پارهCA و 
CB را برحسب وk محاسبه كنيد.  

AC اگر x ي با توجه به رابطهCB k
CA

 داريم:CB kx   
  

AC    :در نتيجه CB AB x kx x( k) x
k

         


1 1
    

CAپس
k


1
 وkCB

k


1
.  

  

  هاي تناسب   ويژگي
  

a اگر c
b d
گاه   ، آنad bc كس اگرو برعad bcگاه ، آن :  a c

b d
   

a  : توان جاي جملات مياني را عوض كرد، يعني  در يك تناسب مي b
c d
 ياa c d c

b d b a
     

a  : توان دو طرف تساوي را معكوس كرد، يعني   در يك تناسب مي c b d
b d a c
     

a  : دهند، يعني  هاي جديدي را تشكيل مي   تركيب در مخرج و تركيب در صورت تناسب c a b c d a b c d,
b d b d b d

         

    a c a c a c,
b d a b c d a b c d
   

   
   

اعـداد حقيقـي و ثابـت باشـند،      sو m،n،rتوان براي هر تركيب خطي صورت و مخرج بيان كرد، يعني اگـر   اين ويژگي را به صورت كلي مي      

a    :توان نوشت مي c ma nb mc nd
b d ra sb rc sd

   
 

   

هـا   هاست، با آن   هاي آن     جهاي قبلي و مخرج آن مجموع مخر         اگر چند نسبت با هم برابر باشند، نسبت جديدي نيز كه صورت آن مجموع صورت               

a    :برابر است، يعني c e a c ek k
b d f b d f

       
  

    

  :اريمد rو m،nيعني براي اعداد حقيقي و ثابت. توان براي تركيب خطي اعداد نيز بيان كرد  اين ويژگي را به صورت كلي مي

    a c e ma nc rek k
b d f mb nd rf

     
 
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  .ها بستگي ندارد و تعميم آن به تعداد نسبت 5 دقت كنيد كه ويژگي

a با توجه به فرض:5اثبات ويژگي  c e k
b d f
   داريم:  

    a c ea bk , c dk , e fk a c e bk dk fk a c e k(b d f ) k
b d f
                 
 

   
  

aگرا: 1تست  b c
a b c
     aگاه ، آن2 b c

a b c
 
   

2 3
2   كدام است؟ 3

  1(2   2(1
2   3(1   4(4   

aكه   توجه به اين   تناسب و با   5 بنا بر ويژگي   :پاسخ b c 2 aاسـت و  cو a،bيـك تركيـب خطـي از     3 b c  2 همـان تركيـب خطـي     3

a:است، بنابراين cو a،bاز b c
a b c
     

2 3 22 3   

  . درست استبنابراين 
  

  ن مثلث چند درجه است؟ي خارجي اي ترين زاويه ي كوچك اندازه. باشند مي 2و 8،5هاي مثلثي متناسب با اعداد  زاويه:2تست 
  )80سراسري تجربي (   96)4   84)3   82)2   72)1  

ˆ:را زواياي مثلث در نظر بگيريم، از فرض داريم Cو A،B اگر:پاسخ ˆˆA B C k  8 5   :تناسب داريم 5و با استفاده از ويژگي 2

    ˆ ˆˆA B C k k k      
 

180 128 5 2 15


   

Âبنابراين  96،B̂  60 وĈ  24 .تـرين    ي داخلـي اسـت، پـس كوچـك          ترين زاويه   ي خارجي مربوط به بزرگ      ترين زاويه   دانيم كوچك   مي
:برابر است با ABCي خارجي مثلث زاويه 180 96 84     

  . درست استبنابراين 
  

  ي تالس قضيه  
  

  
هايي كه روي يك ضـلع   خط  ضلع ديگر را قطع كند، نسبت پاره    اگر خطي با يك ضلع مثلث موازي باشد و دو         

يعنـي اگـر در   . كنـد  هـايي كـه روي ضـلع ديگـر ايجـاد مـي       خـط  آورد، برابـر اسـت بـا نـسبت پـاره       پديد مي 

AE  : گاه باشد، آن BCموازي ABC ،EFمثلث  AF
EB FC

   

  :ي تالس داراي چهار مرحله است، كه به ترتيب داريم  اثبات قضيه:اثبات
  :توان گفت است، پس مي FLارتفاع دو مثلث. را در نظر بگيريد EFBو AEFهاي  مثلث:1ي مرحله

    AEF

EFB

S AE
S EB

   

AEF:ارتفاع است، در نتيجه EFC،EHو AEFهاي  در مثلث:2ي مرحله

EFC

S AF
S FC

   

BG)ها برابر است    اند، زيرا ارتفاع آن     حتمسا  هم EBFو EFCهاي   مثلث :3ي  مرحله CJ)   ي هـر     و قاعـده
EBF:است، يعني EFها ضلع دوي اين مثلث EFCS S   

  :داريم 3ي ي به دست آمده در مرحله  از نتيجه:4ي مرحله

    ( ) ( )AEF AEF

EFB EFC

S S AE AF
S S EB FC

» ®eHo¶  ¢Lö  2 1   

  

  .)شود هر كدام از اين سه تناسب را داشته باشيم بقيه نيز نتيجه مي: (هاي تناسب داريم  با استفاده از ويژگي

    

AE AF EB FC,
EB FC AE AF

AE AF AE AFEF || BC
AE EB AF FC AB AC
AB AE AC AF EB FC

AB AC AB AC

(Eq] ¾MEq])

(®¨  ¾M ¯IM Eq])

(®¨ ¾M ¸ÃÄIQ Eq])

  
     

    

1)

2)

3)
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 FEكل مقابـل كـه    يعنـي در ش ـ   . كنـد بـاز هـم برقـرار اسـت           ي تالس براي حالتي كه خط موازي ضلع مثلث، امتداد اضلاع را قطع مـي                 قضيه 
  :است، داريم BCموازي

    AE AF
AB AC

   

  .گيريم كنيم و بيشتر از تشابه براي رسيدن به اين نتيجه كمك مي البته معمولاً از اين حالت مستقيماً استفاده نمي

  
آورد كـه     مثلثي پديد مي  ) ها  يا با امتدادهاي آن   (شود، با دو ضلع ديگر      خطي كه موازي يك ضلع مثلثي رسم        

  .اند نظير با اضلاع مثلث اصلي متناسب هاي آن نظيربه ضلع

    AE AF EFABC : EF || BC
AB AC BC


     

AEي تالس اين است كه عـلاوه بـر تـساوي            ي بالا با خود قضيه      فرق قضيه  AF
AB BC

 ) ابـت  ، ث)ي تـالس   قـضيه

EFشود كه نسبت مي
BC

  .نيز با آن دو برابر است 

ي تـالس در   قطـع كنـد بـا اسـتفاده از قـضيه      Dرا در BCكنيم تـا    رسم مي  ACخطي موازي  E از :اثبات
  :داريم ABCمثلث

    
AE AFEF || BC
AB AC
AE DCED || AC
AB BC

 

 
  

EFالاضلاع است، پس متوازي EFCDاز طرفي چهارضلعي DC .گذاري اين تساوي در نتايج بالا داريم با جاي:  AE AF EF
AB AC BC

    

  

  .دير مجهول را بيابيد در اشكال زير مقا

  الف(             ب(   

PQدانيم مي ABC در مثلث)الف  || BCي تالس استفاده كنيم توانيم از قضيه ، پس مي:  

  AQAP x x x x x x x x x x
PB QC x x x (x ) x x

               
      

3 3 3 7 21 4 3 21 71 7 1 3 7 4 7   

Êˆ چون)ب C  30پس ،DE || BCداريم) 2ي قضيه(تالس ي  ي قضيه ، بنابراين با استفاده از نتيجه:  

    y
y x y x y x y

y x
       


6 6 6 12 6 612   

ACاز طرفي چون 15داريم ،:  x /
AC x y x

y /


       

7 5
15 2 15

7 5
   

  

DEرو، اگر  در شكل روبه:3تست  || BC وAC 15ي ، اندازهx y كدام است؟  
  1(5     
  2(8   
  3(4     
  4(6   

DE چون:پاسخ || BCي تالس داريم ، از قضيه:  yDE AE y x x y
BC AC

             4 5 15 5 10 10 5 512 15   

  . درست استراين بناب
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AD:ثابت كنيد.  موازي استBCبا EFو FBبا ABC،DE در مثلث AF
DF FC

   

  

  
  :داريم ABFو ABCهاي مثلثي تالس، در   با استفاده از قضيه

    
AF AEABC : FE || BC

AD AFFC EB
DF FCAD AEABF : DE || BF

DF EB






   

  

   

 كنيم تا ضلع رسم مي ACو ABخطوطي موازي ABCاز مثلث AMي روي ميانه Aي  از نقطه
BC را به ترتيب درB وC ثابت كنيد. قطع كندA M ي مثلث ميانهA B C   است.  

  
Bكنيمخواهيم ثابت   مي M MC  .هاي ي تالس در مثلث با استفاده از قضيهABM وACM كه و با توجه به اينBM MCداريم ،:  

    BM MC

MB MAABM : A B || AB
MB MCMB MA MB MC
MB MCMC MAACM : A C || AC

MC MA






            
     

   

Aبنابراين M مثلثي ميانه A B C   است.  

رسم  ACو AB، خطوطي به موازاتABCاز مثلث BCبر روي ضلع Mي دلخواه  از نقطه
  :ثابت كنيد. قطع كند Eو Dها را در نكنيم تا به ترتيب آ مي

  AD AE BD CE    
كه بتوانيم با مسئله ارتباط       ي تالس نداشته باشد بنابراين براي اين         شايد حكم مسئله كمي نامفهوم باشد و در نگاه اوليه هيچ ارتباطي با قضيه              

AD  : كنيم    كنيم حكم را به صورت ديگري نگاه ميبرقرار CEAD AE BD CE
BD AE

       

  :كنيم شروع به حل مسئله مي ABCي تالس در مثلث حال با استفاده از قضيه

    
AD CMABC : DM || AC

AD CEBD BM AD AE BD CE
BD AECM CEABC : ME || AB

BM AE





 
     

 

   

 كنيم تا اضلاع رسم مي AMي خطي موازي ميانه BCواقع بر ضلع Fي ، از نقطهABC در مثلث

AB وAC ها را به ترتيب در نقاط يا امتدادهاي آنD وE ثابت كنيد. قطع كند:AD AB
AE AC

   

  
BMكه و با توجه به اين ECFو ABMهاي ي تالس در مثلث  با استفاده از قضيه MCداريم ،:  

    MB MC

AD MFABM : DF || AM
AD AE AD ABAB MB
AB AC AE ACAE MFECF : AM || EF

AC MC







     

  
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انتخـاب شـوند    ACو ABهـاي  طـوري روي ضـلع   Fو Eهـاي  نقطه ABC اگر در مثلث :ي تالس   هعكس قضي 

AEكه AF
EB FC

خط پارهتوان نتيجه گرفت  گاه مي ، آنEF موازي ضلعBC است.  

  AE AF EF || BC
EB FC

    

 ي تالس در مثلـث      در نتيجه بنا بر قضيه    . قطع كند  Fرا در  ACكنيم تا   رسم مي  BCخطي موازي  E از :اثبات

ABC داريم:    AE AF AE AFABC : EF || BC
EB F C AB AC

         

AE:و از طرفي با توجه به فرض داريم        AF
AB AC

  در نتيجه ،AF AF  ي  ، يعني نقطهF وF     انـد،    بر هـم منطبـق

EF:بنابراين || BC   
  
  

  .را بيابيد x در شكل مقابل مقدار
  
  
  

AE:شود كه   ها مشاهده مي    خط  ي پاره    با اندكي دقت در اندازه      AF
EB FC

  1
EFي تـالس  ، در نتيجه بنـا بـر عكـس قـضيه         2 || BC  بنـابراين در ،

AE  :داريم 2ي  بنا بر قضيه ABCمثلث  EF x x x x x x
AB BC x x

           
 

6 1 10 3 2 10 518 10 3 10   
  

  ي تالس در حالت كلي   قضيه
  

هاي متناظر ايجادشـده توسـط        خط  ي تالس را در حالت كلي بيان كنيم، بايد ابتدا با مفهوم پاره              كه قضيه   براي اين 
را بـه  ... و  d1،d2،d3خطـوط  و هـاي  در اين شكل مورب. به شكل زير دقت كنيد. چند مورب آشنا شويم 

ها و محصور بـين دو خـط،    هاي ايجادشده بر روي مورب خط به پاره. اند قطع كرده... ،  Bو A،Bو Aترتيب در 
Aو ABشود، يعني هاي متناظر گفته مي خط پاره B  ،متناظرندBC وB C   نيز متناظرند و...  

 كننـد، پـس     را قطع مي   BCو EFدو خط  ABو ACهاي  مورب ABCي تالس در مثلث     به عنوان مثال در قضيه    
AF وAE   متناظر هم وFC وEB    نمـود   گونه بيان   ي تالس را در اين مثلث اين        توان قضيه   مي. نيز با هم متناظرند 

  .اند هاي متناظر، متناسب خط كنند كه پاره را طوري قطع مي BCو EFهاي موازي خطABو ACكه دو مورب

AEدر واقع به جاي تناسب AF
EB FC

 اسبتوانيم تن ميAE EB
AF FC

 را در نظر بگيريم.  

  :ي زير را براي هر تعداد خط موازي بيان كرد توان در حالت كلي قضيه ي تالس مي با توجه به اين بيان قضيه

  
  .اند هاي متناظر متناسب خط  اگر دو خط مورب چند خط موازي از يك صفحه را قطع كنند، پاره:ي تالس  قضيه تعميم

  AB BC CDd || d || d || d ||
A B B C C D

        1 2 3 4     

در ايـن   . قطع كند  Pو M،Nرا به ترتيب در    d4و d2،d3كنيم تا   رسم مي  خطي موازي  A از :اثبات
Aصورت B AM  ،B C MN   وC D NP   )بـا  .) الاضـلاع هـستند     هاي ايجادشده متوازي    چهارضلعي

  :داريم ACNي تالس در مثلث استفاده از قضيه

    AB AM AB A B AB BCACN :BM || CN
BC MN BC B C A B B C

               

BC:شود ثابت مي Bاز به همين ترتيب با رسم خطي موازي  CD
B C C D

    و خواهيم داشت :  AB BC CD
A B B C C D

           
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ABر  عكس اين قضيه نيز همواره برقرار است، يعني اگ  BC CD
A B B C C D

      توان نتيجه گرفت ، مي:  d || d || d || d ||1 2 3 4    

  : ذوزنقه استدر 4ي  يك حالت خاص از قضيه 

  AE ED AE BFEF || AB || DC
BF FC ED FC

     

  

xنسبت. اند قطع كرده e3و e1،e2را سه خط موازي dو d در شكل مقابل، دو خط:4تست 
y

  كدام است؟ 

  1(1
4     2(1

3   

  3(1
2     4( 1

4   

  :ي تالس داريم با استفاده از تعميم قضيه :پاسخ

    yx ( x )( y ) ( x )( y ) xy x y xy x y
x y

               
 

2 42 1 2 1 3 12 3 3 2 4 6 24 3 12 6 12 6 123 3 3 12   

    xx y
y

       9 136 9 36 4   

  . درست استبنابراين 

  
اند  چنان واقع BCو ADهاي روي ساق به ترتيب Fو Eنقاط ABCDي  در ذوزنقه

AEكه BF
ED FC

  2
  :ي كوچك است، ثابت كنيد ي بزرگ دو برابر قاعده اگر بدانيم قاعده. 3

  EF AB 7
5   

را به شكل  ACدر اين مسئله نيز قطر. كردن قطرها بسيار سودمند است  در بحث تالس و تشابه، اضافه طور كلي در اغلب مسائل مربوط به ذوزنقه  به 
EFدانيم كه ي تالس مي از عكس تعميم قضيه. كنيم اضافه مي || AB || BCهاي ي تالس در مثلث ه از قضيه، در نتيجه با استفادADC وABC داريم:  

    
EO AE EO xADC : EO || DC EO DC EO ( AB) AB
DC AD DC x

yOF FC OFABC : FO || AB OF AB
AB CB AB y






         


       

2 2 2 2 425 5 5 5 5
3 3 3
5 5 5

   

EF  :داريم EFي  بنابراين براي اندازه EO OF AB AB AB    4 3 7
5 5 5   

  
  كدام است؟ x در شكل مقابل، مقدار:5تست 

  1(6     2(8   
  3(4     4(10   

  
ذوزنقه است، پس اگر قطـر را رسـم كنـيم مـسئله حـل                ADFC در اين سؤال، چهارضلعي    :پاسخ

  :هاي ديگر نيز آشنا شويم كنيم تا با روش  ولي اين تست را با يك راه ديگر حل مي.شود مي
 ADHBهـاي   چهارضـلعي ). چـرا؟ (نيز عمـود اسـت       FCاين خط بر  . كنيم  عمود مي  EBبر Dاز
  :داريم DFKي تالس در مثلث اند و با استفاده از قضيه مستطيل BHKCو

    EH DH x xEH || FK x x
FK HK

          


2 8 2 1 4 24 616 8 24 16 4   

  . درست استبنابراين 
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  .ي تالس ثابت كنيد ي نيمساز را با استفاده از قضيه  قضيه

BD:ثابت كنيم ADنيمسازبا  ABC بايد در مثلث AB
DC AC

   

  :قطع كند Eرا در ABكنيم تا امتداد رسم مي ADخطي موازي نيمساز Cاز

    ˆ ˆA A
ˆ ˆAD || CE , AC A C ˆ ˆC E AC AE
ˆ ˆAD || CE , BE A E

      
 

1 22 1
1

1

Jn¼¶
Jn¼¶

   

  :داريم BCEي تالس در مثلث از طرفي با استفاده از قضيه

    AC AEBD AB BD ABBCE : AD || CE
DC AE DC AC

       

  .را برحسب اضلاع مثلث به دست آوريد DCو BDباشد، ABCاز مثلث Aي نيمساز زاويه ADهاي تناسب، اگر  با استفاده از ويژگي
  :ي نيمساز داريم  با استفاده از قضيه

    BD AB BD AB BD c acBD
DC AC BD DC AB AC a b c b c

      
   

   

abCDترتيب  به همين
b c




.  

AI:محل برخورد نيمسازهاي مثلث است، ثابت كنيد ABC،I در مثلث b c
ID a

 )AD ي نيمساز زاويهA است(.  

  :ي نيمساز داريم بق قضيهنيمساز است، بنابراين ط ABD،BI در مثلث

    
AI ABABD :

AI c b cID BD
ID ac aacABC : BD b cb c






   

   

  

  
AB در شكل مقابل،:6تست  AC 5 3 DEاگر. است Aي نيمساز زاويه ADو 60 || ABي ، اندازهEC ت؟كدام اس  

  1(12     2(/12   )81سراسري رياضي (   5
  3(/13 5     4(15   

  

AB با استفاده از فرض:پاسخ 12 وAC    :الس و نيمساز داريمهاي ت و با استفاده از قضيه 20

    
CD ACAD

CE AC EC ECBD AB EC EC
EA AB AC EC ECCD CEDE || AB

BD EA

pIvμÃº  
            



20 5 3 100 512 20 3   

EC  .   درست استبنابراين  EC /   8 100 12 5  
  

ها را   يا امتدادهاي آنAC وABكنيم تا اضلاع  رسم ميA خطي موازي نيمساز داخليBC وسط ضلعMي ، از نقطهABC در مثلث
BE:ثابت كنيد.  كندقطع F وEدر نقاط CF  

AD  ت، پس  نيمساز اسBD AB
DC AC

 و M وسط BC  است، يعني BM MC .      ي   بـا اسـتفاده از قـضيه

  : داريمADC وBEMهاي تالس در مثلث

  
BD ABBEM : AD || ME

BD CM AB CF CM BD AB CFBM BE
BM DC BE AC BM DC AC BECM CFADC : MF || AD

DC AC






         

  

  

CMكه با توجه به آن
BM

1و BD AB
DC AC

  گيريم ، از تساوي بالا نتيجه مي :  CF CF BE
BE

  1  
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ي تـالس در      ي خطـوط مـوازي و مـورب و قـضيه            توانـستيم بـا اسـتفاده از قـضيه           اين سؤال را مي    
  :حل كنيم ADCو BEMهاي مثلث

    BM CM
AE AF

DM AEBEM : AD || ME
BM BE BE CF
DM AFADC : FM || AD
MC CF







   

  

   

A ˆ(Aي نيمساز زاويه ABC،AD در مثلث )120 ثابت كنيد. است:
AD AB AC

 1 1 1   

ي خطوط مـوازي      در اين صورت با توجه به قضيه      . كنيم  رسم مي  ADخطي موازي نيمساز   B از 
  :داريم BECي تالس در مثلث با استفاده از قضيه. الاضلاع است متساوي ABEو مورب، مثلث

    BE AB EA
CE AC EA

AD AC AD ACBEC : AD || EB
EB CE AB AB AC


 
    


   

    AB AC AB ACAD
AB AC AD AB AC AB AC

      
 

1 1 1   

. ي پركاربرد، رسـم خطـي مـوازي نيمـساز اسـت             شد، يك ايده     هرگاه با سؤالي برخورد كرديم كه ربطي به نيمساز داشت و به سادگي حل نمي               
  )اغلب از رأس مثلث(
  

  )1381ي اول المپياد رياضي ايران  مرحله(  اط شود، چه مساحتي دارد؟ترين مربعي كه بتواند در مثلثي به مساحت يك مح  بزرگ:7تست 

  1(1
4   2(1

3   3(1
2   4(2

3  5(3
4   

آن را نيز رسم     AHكه ارتفاع (كنيم    محاط مي  ABCرا مطابق شكل در مثلث     MNPQ مربع :پاسخ
  :داريم ABCو AHCهاي ي تالس در مثلث با استفاده از قضيه). ايم كرده

    
x CNAHC : NP || AH

AH AC

x AN AC CN CNABC : MN || BC
BC AC AC AC






 


     

1
   

S برابر يك است، يعنيABCبا توجه به فرض مسئله مساحت مثلث AH BC  1   :كنيم هاي بالا را در هم ضرب مي دو طرف تساوي. 12

    x x CN CN x CN CN( ) ( )
AH BC AC AC AH BC AC AC

       


2

2

1 1


   

  :شود كه با هم برابر باشند، پس چون داريم ي ماكسيمم ميها زمان ضرب آن جمع دو مقدار مثبت، مقدار ثابتي است، حاصل دانيم وقتي حاصل مي
CN CN( )
AC AC

  1 CN، بنابراين1 CN( )
AC AC

 1  شود كه داشته باشيم  زماني ماكسيمم مي :  CN CN CN CN
AC AC AC AC

      11 2 1 2   

x  :در نتيجه براي بيشترين مقدار مساحت مربع داريم     2 1 12 4 xمساحت مربع2 CN CN( ) ( )
AC AC

       
2 1 1 11 12 2 2 4   

  . درست استبنابراين 
  

  
DBه چنان واقع باشد كBخط از طرف بر امتداد اين پاره Dي باشد و نقطه برابر ABخط  اگر طول پاره-1 k

DA
 طول هر يك از ،

  .محاسبه كنيد و kرا برحسب DBو DAهاي خط پاره

CBبر امتداد آن چنان واقع باشند كه Dي روي آن و نقطه Cي باشد و نقطه برابر ABخط  اگر طول پاره- 2 DB k
CA DA

 خط ، طول پارهCD  را

  .محاسبه كنيد و kبرحسب
  .هاي تناسب، مقادير مجهول را بيابيد  با استفاده از ويژگي- 3

p)الف
p
 7 12

x)ب     20 y
x

 20
5   
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a اگر- 4 b c d  2 3 4 aگاه حاصل ، آن5 b c d
a

   را بيابيد.  

5 -a،b،c،d،e وf طوري كه اند، به  اعدادي حقيقيa c e
b d f
  .چنين همp،q وr زمان صفر نيستند و اند كه هم اعداد حقيقيn  عدد

:ثابت كنيد. طبيعي است
n n n

n
n n n

pa qc rea( )
b pb qd rf

 
 

  )1969المپياد رياضي كانادا (   

  .هاي زير، مقادير مجهول را بيابيد  در هر يك از شكل- 6

  ) ج  ) ب  ) الف
ها را قطع كند،  هاي مساوي پديد آورند، بر هر خط ديگري كه آن خط  ثابت كنيد اگر چند خط موازي، يك خط را قطع كنند و بر آن پاره- 7

  .آورند هاي مساوي پديد مي خط پاره
  :هاي زير داريم يعني در شكل. اند نظير متناسب آورند، نظيربه بر دو خط موازي پديد ميهايي كه چند خط همرس  خط  ثابت كنيد پاره- 8

  ) ب    ) الف

d ثابت كنيد عكس سؤال قبل نيز درست است، يعني اگر- 9 || d وCC،BB وAA موازي نباشند وAB BC
A B B C

    ،گاه خطوط آنAA،BB 

  .اند همرس CCو
را به  MNPباشد، محيط مثلث p2برابر ABCاگر محيط مثلث. كنيم صل ميرا به هم و ABCهاي سه ضلع مثلث وسط Pو M،N نقاط-10

  .دست آوريد
 Cرا به ترتيب در نقاط Oyكنيم تا ضلع را انتخاب كرده و از اين نقاط دو خط موازي رسم مي Bو Aي دو نقطه xOyي از زاويه Ox بر ضلع- 11
OB:ثابت كنيد. قطع كند Eي را در نقطه Oxكنيم تا ضلع رسم مي BCخطي موازي Dي از نقطه. قطع كنند Dو OA OE 2   

بين  Aاگر. كنيم محدود به اضلاع مقابل رسم مي CCو AA،BBسه خط موازي ABC از سه رأس مثلث-12

B وC باشد، ثابت كنيد:
AA BB CC

   
1 1 1   

  
. قطع كنند Nو Mرا به ترتيب در ACكنيم تا رسم مي ABدو خط به موازات ABCاز مثلث BCواقع بر ضلع Eو D از نقاط دلخواه-13

MN: ثابت كنيد.قطع كنند Qو Pرا به ترتيب در نقاط ABكنيم تا رسم مي BCدو خط به موازات Nو Mچنين از هم AC
QP AB

   

 Eقاطرا در ن ADو ABهاي خط دهيم كه امتداد پاره الاضلاع خطي چنان مرور مي و در خارج متوازي C، از رأسABCDالاضلاع  در متوازي-14

AB:ثابت كنيد. قطع كند Fو AD
AE AF

 1   

AB)ي  در ذوزنقه- 15 || CD)ABCDنقاط ،E وF هاي بر روي ساقAD وBC طوري قرار دارند كهAE BF
ED FC

  3،AB  CDو 8 12 .

  .را بيابيد EFي اندازه
AB)ي  در ذوزنقه-16 || CD)ABCDاز ،O ي  برخورد اقطار، خطي موازي قاعدهمحلAB كنيم تا دو ساق رسم ميAD وBC  را به ترتيب
  :ثابت كنيد. قطع كند Fو Eدر

OE)الف OF     ب(
EF AB CD

 2 1 1   

  .، تمرين قبل را از روش ديگر حل كنيد12سؤال  با استفاده از -17

AB CB
A B C B

   
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كنيم تا  خطي به موازات دو قاعده رسم مي Mاز. كنند  ميقطع Mيكديگر را در ABCDي از ذوزنقه BCو ADهاي  امتداد ساق- 18
ME:ثابت كنيد. قطع كند Fو Eرا به ترتيب در BDو ACامتدادهاي MF   

AEچنان واقع است كه ADبر ساق Eي نقطه ABCDي  در ذوزنقه-19 m
ED n

 .ازE كشيم تا ساق ديگر را در  ها مي خطي موازي قاعدهF قطع 

mDC :كند، ثابت كنيد nABEF
m n



  
AC) در مثلث- 20 AB)ABCاز ،M وسط ضلعBCخطي موازي ،AB كنيم تا نيمساز رأس رسم ميA دررا N ثابت كنيد. قطع كند:  

  AC ABMN  2   

  :گاه باشد، آن ABCدر مثلث Aي پاي نيمساز خارجي زاويه Dي تالس ثابت كنيد اگر  به كمك قضيه-21

BD)الف AB
D C AC

      ب(acBD
| b c |

 


abCDو 
| b c |

 


   

را به ترتيب در  ACو AB دو نيمساز اضلاعاين. كنيم را رسم مي AMCو AMBي و نيمسازهاي دو زاويه AMي ميانه ABC در مثلث- 22
PQ:ثابت كنيد. كنند قطع مي Qو Pنقاط || BC   

bcAE:ثابت كنيد. قطع كند Eرا در ACكنيم تا رسم مي ABخطي موازي Dكنيم و از را رسم مي ADنيمساز ABC در مثلث- 23
b c




   

A)ˆي الزاويه  در مثلث قائم- 24 )ABC 90 نيمسازAD ثابت كنيد. كنيم را رسم مي:
AD AC AB

 2 1 1   

a:ثابت كنيد. ايم را محاط كرده xبه ضلع MNPQ، مربعABC در مثلث- 25

a

a h
x

a h





   

AB)الساقين  در مثلث متساوي- 26 AC)ABCي ، نيمساز زاويهC مثلثABC الساقين ديگر تقسيم كرده است را به دو مثلث متساوي .

BCنسبت
AB

  )1383ي اول المپياد رياضي ايران  مرحله(  د زير است؟يك از اعدا برابر با كدام 

  1(3 1
2   2(2

2   3(2   

  4(1
2   5(5 1

2   

BEDˆاگر. عمود است ACبر BEرو  در شكل روبه- 27  30 وˆACB  60نسبت ،BK بهBC كدام است؟  
  )1386ي اول المپياد رياضي ايران  مرحله(  

  1(3
4   2(1

4   3(2
3     

  4(1
3   5(1

2   

BEطوري كه است به  BCاي روي نقطه Eو ABي وسط ضلع نقطه ABC،D در مثلث- 28 EC ADCˆˆاگر. 2 BAEي گاه زاويه ، آنBAC 
  )1377ي اول المپياد رياضي ايران  مرحله(  قدر است؟ چه
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a اگر-1 c e
b d f
 است؟نادرستهاي زير  يك از گزينه ، كدام   

  1(a c
a b c d


 

   2(a a c e
b b d f

 
 

   3(a d
a b c d


 

   4(a a c
b b d




   

x اگر- 2
y
 3

xو 4 a
y
 


3
  كدام است؟ aگاه ، آن4

  1(3
4   2(4

3   3(x
y

2
3   4(y

x
2
3   

 اگر- 3
a b c
 3 2 a، حاصل1

c
  كدام است؟ 

  1(b a
b
3

2   2(b a
b
2 3   3(b a

b
3 2   4(b a

b
 3
2   

a اگر- 4 c
b d
   0گاه ، آنb d

a c





2 2

2 2
  كدام است؟ 3

  1(   2(

3   3(3   4(

3   

  ضرب آن دو عدد كدام است؟ حاصل. است 16 ميانگين هندسي دو عدد- 5
  1(64   2(128   3(256   4(196   

   است؟نادرستباشد، كدام رابطه  cو aي هندسي بين واسطه b اگر- 6

  1(a b a
b c b
 


   2(a b a
b c b
 


   3(b c b
a b c
 


   4(b c c
a b b
 


   

a اگر- 7
b a

 


bو 32 c
b c
 


2 1
2   است؟ bچند برابر cو a،bباشد، محيط مثلثي به اضلاع 3

  1(2   2(3   3(4   4(5   

na اگر- 8 a a
n

  1 2
1 2 گاه حاصل ، آنna a a  1 2  چند برابرa1 است؟  

  1(n   2(n(n )1   3(n(n )1
2   4(n(n )2 1   

ABخط  روي پاره- 9 aي ، دو نقطهM وN كنيم كه را به قسمي اختيار ميAM BN
MB AN

    قدر است؟ چه MNخط در اين صورت طول پاره. 2

  1(a
4   2(a

2   3(a
3   4(a2

3  

MAاند كه چنان اختيار شده Nو Mي دو نقطهو امتداد آن  ABخط  بر روي پاره-10 NA k
MB NB

  .نسبتAM
AN

k)كدام است؟  )1   

  1(k
k 1   2(k

k
1   3(k

k



1
1   4(k

k 1   

  است؟ BCموازي MNهاي زير، خط يك از شكل  در كدام- 11

  1 (    2 (  

  3 (    4 (  
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ˆ در شكل مقابل-12 ˆB E،AE  8،ED  BCو 6    كدام است؟ BEطول. 9
  1(4     
  2(/4 2   
  3(/4 4     
  4(/4 6   

BC مكمل هم هستند و BDECاز چهارضلعي Dو Bي  در شكل مقابل دو زاويه-13 DE 4
ABو 3    كدام است؟ BDي اندازه. 20

  1(/2 5     
  2(3   
  3(4     
  4(5   

ˆ: در شكل مقابل داريم-14 ˆˆA E C 1 3 ABاگر. 2 15 وAC  BDگاه ، آن6
CD

  قدر است؟ چه 

  1(5
3     2(5

2   

  3(2     4(3   
  ست؟كدام ا NCخط  در شكل مقابل طول پاره- 15

  1(5     2(6   
  3(8     4(10   

  
DE در شكل مقابل-16 || BN،DN || BC،AE  ENو 4    كدام است؟ ACي اندازه. 6

  1(18     2(20   
  3(24     4(25   

  
DE در شكل مقابل-17 || FB وBC || EF.اگر AD  DFو 3    )84سراسري تجربي خارج (  است؟ EFچند برابر BCگاه ، آن6

  1(2     
  2(/2 5   
  3(/2 75     
  4(3   

BE در شكل مقابل- 18 || CF وCE || DF .اگرAB  BCو 5    )81سراسري تجربي (  كدام است؟ CDي گاه اندازه ، آن3
  1(/4 5     
  2(/4 8   
  3(/5 4     
  4(/5 6   

4 در يك مربع به ضلع-19   از مركز مربع كدام است؟ Mي ي نقطه فاصله. كند قطع مي Mخط واصل از رأس به وسط ضلع آن، قطر مربع را در 2

  1(5
3   2(4

3   3(3
4   4(1   

  كند، كدام است؟ ها را به هم وصل مي هاي ساق خطي كه وسط باشد، طول پاره 8رتفاع آناگر ا. مربع است متر سانتي 32اي  مساحت ذوزنقه- 20
  1(3   2(4   3(6   4(8   

  است؟ MEFمساحت ذوزنقه چند برابر مساحت مثلث. است ADوسط Eو BCوسط AB،Fوسط Mي ، نقطهABCDي  در ذوزنقه-21
  1(4     
  2(2     
  3(8     
  4(6   
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 MBCNاگر مساحت چهارضلعي. ايم را به هم وصل كرده CDو ABهاي اضلاع وسط ABCDي  در ذوزنقه- 22

BCباشد، نسبت AMND دو برابر مساحت چهارضلعي
AD

  كدام است؟ 
  1(2   2(3   3(5   4(4   

AMي شكل مقابل  در ذوزنقه- 23 BN
MD NC

    كدام است؟ PQي ، اندازه2

  1(11
2   2(5   3(6   4(13

2   

AB، اگرABCDي  در ذوزنقه- 24  3،DC  AMو 6 BN
AD BC

  1
  كدام است؟ MNگاه ، آن3

  1(13
4   2(9

2   3(4   4(5   

AB)ي  در ذوزنقه- 25 || CD)ABCDي ، نقطهM طوري رويAD قرار دارد كهAM
MD

 7
كنيم تا   موازي دو قاعده رسم ميخطي Mي از نقطه. 3

MPنسبت. قطع كند Qو Pو قطرها را در N ديگر را در ساق
NQ

  كدام است؟ 

  1(7
6   2(3

7   3(1   4(7
3   

 اگر براي. قطع كند Nو Mهاي مثلث را در كنيم تا ساق محل برخورد اقطار، خطي موازي قاعده رسم مي Oي از نقطه ABCDي  در ذوزنقه- 26

aدر ذوزنقه داشته باشيم CDو ABي ها قاعده
AB CD

 1   كدام است؟ MNگاه ، آن1

  1(
a
2   2(

a
1   3(a   4(a2   

باشد، مساحت  mكند هاي دو ساق را به هم وصل مي خطي كه وسط اگر طول پاره. الساقيني دو قطر بر هم عمودند ي متساوي  در ذوزنقه- 27
  ذوزنقه كدام است؟

  1(m2   2(m2   3(m2 3   4(m 2 2
2   

هاي  اگر بر اثر برخورد آن با قطرها و ساق. ها رسم شده است ه خطي موازي قاعد. ي كوچك است ي بزرگ دو برابر قاعده اي قاعده  در ذوزنقه- 28
  كند؟  را به چه نسبتي تقسيم مي هاي ذوزنقه گاه اين خط ساق يجاد شده باشد، آنخط مساوي روي آن ا ذوزنقه، سه پاره

  1(1   2(1
2   3(1

  .درست هستند) 3(و ) 1(هاي  گزينه) 4   4

.ايم ناميده cو a،b، به ترتيبDEرا از خط Cو A،Bي نقاط  در شكل مقابل، فاصله- 29
a c
1   كدام است؟ 1

  1(1     2(
abc
1   

  3(
b
1     4(b

ac
   

EFنسبت. هستند CDو BCهاي به ترتيب وسط Nو M در لوزي شكل مقابل-30
BD

  كدام است؟ 

  1(1
2     2(1

3   

  3(1
4     4(3

5   
  

A)ˆي الزاويه  در مثلث قائم-31 ) ABC 90ي مثلث  ايم كه يك رأس آن روي وتر مثلث و رأس ديگرش روي رأس قائمه اط كرده، مربعي چنان مح

گاه مقدار باشد، آن 9اگر ضلع مربع. قرار دارد
b c
1   كدام است؟ 1

  1(1
3   2(1

9   3(1   4(1
6   

  قدر است؟ تر، چه ي بزرگ از قاعده Mي فاصله. اند متقاطع Mي واحد، امتداد دو ساق در نقطه 2و ارتفاع 9و 6هاي اي به طول قاعده  در ذوزنقه- 32
  )87سراسري تجربي (   8)4   7)3   6)2   5)1  
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1/ديد چشم ناظر به ارتفاع.  بر بالاي برجي نصب شده استمتر 8 در شكل مقابل دكلي به طول-33 متر  8
  )87سراسري رياضي (  بلندي برج چند متر است؟. متري در يك راستا است 4از ارتفاع دكل و تيرك

  1(/19 8     2(/20 2   
  3(/20 8     4(/21 2   
قطع  Eو Dرا به ترتيب در ACو ABكنيم تا دو ضلع را رسم مي AMCو AMBي و نيمسازهاي دو زاويه AMي ، ميانهABC در مثلث- 34

DEنسبت. كنند
BC

  )89سراسري رياضي (  برابر كدام است؟ 

  1(AD
AB

   2(ME
MC

   3(ME
CE

   4(AM
BC

   

MA در شكل مقابل-35
MB

 3
  )90سراسري تجربي خارج (  است؟ ABCالاضلاع چند درصد مساحت مثلث مساحت متوازي. 2

  1(48     2(52   
  3(54     4(56   

  

BEميانه و BMرو  در شكل روبه- 36 EM اگر. استBF    كدام است؟ ABباشد، 5
  1(10     2(12   
  3(15     4(20   

  

 ABخط موازي ها هفت پاره از اين نقطه. شود قسمت مساوي تقسيم مي 8نقطه به 7ي  وسيله به ABCي الزاويه از مثلث قائم AC ضلع- 37
ABكه در صورتي . شود رسم مي 10 خط ايجادشده كدام است؟ هاي هفت پاره باشد، مجموع طول  

  1(33     2(34   
  3(35     4(45   

2 را به نسبتABخط پاره Pي نقطه. قرار دارند ABو در يك طرف وسط ABخط روي پاره Qو Pهاي  نقطه-38
را  ABخط پاره Qي و نقطه 3

3به نسبت
PQاگر. كند تقسيم مي 4    :برابر است با ABخط هگاه طول پار ، آن2

  1(12   2(28   3(70   4(75   
PQو AMCي  زاويهنيمساز MPميانه، AM در شكل مقابل- 39 || BCي ، زاويهPMQ كدام است؟  

  قائمه) 2    منفرجه) 1  

  3(Â     4(Â180   
  

EF)يك از روابط زير درست است؟ مطابق شكل، كدام ABCDي  در ذوزنقه- 40 || AB)   

  1(MF ME
CD AB

     2(BM AB MF
BD AB

 2   

  3(BM AB
BD EM

     4(BM AB ME
BD AB

   

   است؟نادرستها  يك از گزينه كدامرو  روبه با توجه به شكل -41

  1(AM AN
AP AQ

     2(AM AN
PB QC

   

  3(AM MB
AN NC

     4(NQAM
MP QC

   

  )86سراسري تجربي خارج (  كدام است؟ xي اندازه. الزاويه رسم شده است هاي هر سه مثلث قائم  در شكل مقابل، ارتفاع- 42
  1(/4 54     2(/5 36   
  3(/5 76     4(/6 75   

AD در شكل مقابل- 43
AB

 3
DEو 7 || BC .مساحت مثلثADE چند درصد مساحت مثلثDEC است؟  

  )89سراسري تجربي (   75)2     70)1  
  3(78     4(84   
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OMنسبت. ناميم مي Sو S ترتيب را به OBCو ABCهاي  در شكل مقابل، مساحت مثلث-44
AM

  برابر كدام است؟ 

  1(S
S

   2(S( )
S

2   3(S S
S
   4(S

S
   

  

ABبه اضلاع ABC در مثلث- 45  6،AC  BCو 4  اگر چهارضلعي . ايم انتخاب كرده ACو AB،BCرا به ترتيب بر Fو D،Eنقاط 3
ADEF گاه طول لوزي باشد، آنAD كدام است؟  

  1(2   2(5
2   3(3   4(12

5   

EF در شكل مقابل-46 || BC،AF  3،CF  BCو 5  كنيم تا  رسم مي BCخطي موازي Aي از نقطه. 8
  كدام است؟ MNطول. قطع كند Nو Mرا به ترتيب در نقاط BFو CEامتداد

  1(/2 4     2(/3 6   
  3(/4 8     4(/9 6   
. قطع كند Fو Eهاي مثلث را در كنيم تا ساق محل برخورد اقطار، خطي موازي قاعده رسم مي Oي از نقطه ABCDي  در ذوزنقه- 47
CDاگر AB BCو 4 AD   گاه كدام گزينه درست است؟ باشد، آن 2

  1(OE OF 1
3   2(OE OF 1

2   3(OE OF 2
3   4(OE OF   

A در شكل مقابل- 48 C || AC ،A B || AB  وAM ي مثلث ميانهABC اگر. باشد ميA M ي مثلث ميانهA B C   باشد، كدام گزينه درست است؟  

  1(AA AM  1
2     2(AA AM  2

3     

  3(AA AM  3
  .توان اظهار نظر كرد نمي) 4     4

   است؟نادرستهاي زير  يك از گزينه كدام. اند موازي BCو EF در شكل مقابل خطوط- 49
  1(BFC BECS S     2(CEF BEFS S   
  3(AEF BEFS S     4(AEC AFBS S   

  
 MNي اندازه. كنند قطع مي Mو Nيل را دري متقابل، قطر ديگر مستط واحد، نيمسازهاي داخلي دو زاويه 4و 3 در مستطيلي به ابعاد-50
  )87سراسري رياضي خارج (  قدر است؟ چه

  1(2
3   2(5

7   3(5
6   4(5

3   

ي  فاصله. واحد است 5ها ي ساق واحد و اندازه 9و 15ها الساقين، طول قاعده ي متساوي  در يك ذوزنقه- 51
  )85سراسري رياضي خارج (  تر چند واحد است؟ ي كوچك ي تلاقي دو ساق اين ذوزنقه از قاعده نقطه
  1(5     2(6     
  3(7     4(8   

  

AM در شكل زير،- 52 MB 2
 الاضلاع چند درصد مساحت متوازي. الاضلاع است و چهارضلعي متوازي 3

  )89سراسري تجربي خارج (  است؟ ABCمساحت مثلث
  1(48     2(50   
  3(54     4(60   

MA در شكل زير-53
MB

 2
  الاضلاع است؟ شده چند درصد مساحت متوازي دهز ، مساحت مثلث سايه3

  )90سراسري رياضي خارج (   24)2     20)1  
  3(25     4(30   
ADاگر. است ACموازي قطر BEخط ، پارهABCDي  در ذوزنقه- 54  AEو 7   MDي باشد، فاصله 3

  )93سراسري رياضي خارج (  كدام است؟
  1(12     2(/12 25   
  3(/12 5     4(/12 75   
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 ، شـــكل صـــحيح آن بـــه صـــورت در    -1

a c
a b c d


 

  تركيــب در مخــرج از تناســب باشــد كــه از ويژگــي 

a c
b d
  هـاي    هاي ديگـر بـه راحتـي از ويژگـي           گزينه. شود  حاصل مي

  .آيند تناسب به دست مي
  : پنجم تناسب داريم با توجه به ويژگي   -2

    x x a
y y

    


3 3 3 3
4 4 4 4   

  :با توجه به فرض مسئله داريم   -3

  c b
a b c a bc

 ¥oTz¶ Zoh¶    3 2 1 3 2   

  (a) ac ab a a
bc b c

Á»IvU ¸ÃÎoö IÀov¨ ¦Ã§ÿU     2 23 3   

  a a a b a
c b c b

¥oTz¶  Zoh¶J¼±õ¶ ov¨ ÁpIwHk]     2 3 23   

  :هاي تناسب داريم با استفاده از ويژگي   -4

  a c a c b d
b d b d a c
         



2 2 2 22
2 2 2 2 2

1   

  b d b d b d

a c a c a c

       
    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 3 3  

  :بناميم، خواهيم داشت yو xدد رااگر دو ع   -5

    xy xy   216 16 256   
 است پـس   cو aي هندسي   واسطه bچون   -6

b ac2 در نتيجه داريمو :  b b a c b ac    2   

  
a b a a b
b c b b c
b c b c c
a b a b b

(KwI¹U ´\¹Q Â¬sÄ»)

(KwI¹U ´\¹Q  Â¬sÄ»)

         


  

ها را جداگانـه نوشـته، بـا          هر كدام از نسبت      -7
  ...آوريم و  مي به دست bرا برحسب c وaطرفين ـ وسطين، اضلاع

  a a b a a b a b (I)
b a

         


3 6 3 2 6 32   

  b c b c b c b c c b (II)
b c
         


2 1 6 3 2 4 42 3   

  p a b c
b b b

W±X¶ ôÃd¶
Í±ò

  2   

  (I) , (II) b b b b
b b
    3 5 5  

 nدانـيم كـه بـراي هـر         از درس رياضي مي      -8

n(n    :طبيعي داريم )
n

     11 2 3 2   

    : داريم با استفاده از ويژگي پنجم تناسب

  nna a a a a aa
n n

  
    

   
1 2 1 2 1

1 2 1 2 3 1
    

  na a a ( n)a        1 2 11 2 3   

    n
n(n )

a a a a
    1 2 1

1
2   

aANبه وضوح   -9 MB    :، پس داريم3

  a a a aMN a (AN MB) a ( ) a        2
3 3 3 3   

      
kچون   -10 1پس ،N بهB تر است نزديك.  

      
  :هاي تناسب داريم با توجه به فرض مسئله و ويژگي

  
MA k MA k AM kk
MB MA MB k AB k
NA k NA k NA kk
NB NA NB k AB k

         

      

  

1 1 1

1 1 1

   

  AM k
AN k

 


1
1  

اين تـست، يـك مثـال بـسيار سـاده بـراي                -11
  :ي تالس باشد و اما يادآوري قضيه ي تالس مي تفهيم عكس قضيه

 جه گرفت كه  توان نتي   رو برقرار باشد، مي     هاي روبه   اگر در مثلثي نسبت   
MN باBC موازي است.  

AM AN
MB NC MN || BC
AM AN MN
AB AC BC

 


  


1)

2)
 

  . اين ويژگي را دارد شويم كه فقط ها متوجه مي با بررسي گزينه
ˆچون   -12 ˆB E پس ،ED || BC .    در نتيجه بـا

  :داريم ABCي تالس در مثلث استفاده از قضيه

  AE ED
AB BC BE

  

8 6

8 9  

  BE  72 48 6  
  BE BE   6 24 4  

مكمـــل هـــستند،  Dو Bچـــون زوايـــاي   -13
DEبنابراين || BC .ي تالس داريم ي قضيه با استفاده از نتيجه:  

  AD DE ADDE || BC AD
AB BC

      3 3 154 20 4   

BD    :در نتيجه AB AD    20 15 5   
ˆاز تساوي    -14 ˆA C1  ECشود كه   ، نتيجه مي  2

ي   ي قـضيه     طبـق نتيجـه    ABDبنابراين در مثلـث   .  است ADموازي
  :تالس داريم

  BD ABABD : EC || AD
CD AE


   

  
ˆاز طرفي چون ˆC E2 AC، پس3 AE    :و در نتيجه داريم 6

  BD AB AB
CD AE AC

   15 5
6 2   
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  :ي تالس داريم با تعميم قضيه   -15

  AD MB AD AE /
AE NC MB NC NC

    2 5 3
5   

  NC
/
  3 5 62 5  

 هـاي   ي تـالس در مثلـث       با استفاده از قضيه      -16
ANB وABC داريم:  

  
AE ADANB: DE || BN

AE ANAN AB
AN ACAN ADABC : DN || BC

AC AB






   

  

   

  AE , EN
AN AE ENAN AE AC AC 

      4 62 210 4  

  AC  100 254  

ــي   -17 ــث  م ــه در مثل ــيم ك ــه ABCدان  ي رابط
AF AD AC 2برقرار است .  

  :دانيم مي
  AF AD DF    3 6 9   

  ABC : AF AD AC


 2   
  AD , DF

AF AD DF AC AC 
     3 6 29 3 27  

  AF EF EFABC : EF || BC
AC BC BC

u²IU
   9

27   

  EF BC EF
BC

   1 33  

ي به دست آمده در تـست         با توجه به رابطه      -18
  :قبل داريم

  AC AB AD ( ) AD AD /        2 2 645 3 5 12 85   

CD    :در نتيجه داريم AD AC / /    12 8 8 4 8   
 DCضـلع . را در نظر بگيريـد     AMBمثلث   -19

قطـع   Nو Cاز اين مثلث را به ترتيب در       MBو AMامتداد اضلاع 
ي تـالس آمـد،       ه در زيـر قـضيه     كرده است، پس با توجه به تذكري ك ـ       

ABچون || NCداريم ،:  

  MC NC MC NC
AM AB AM NC

    1
2 2  

  
MC AC

AM AC

 
 

 


1
3
2
3

  

ACقطر مربـع اسـت، پـس    ACاز طرفي چون     2 4 2 ، در 8
AOنتيجه OC    :ريمو در انتها دا 4

  MO OC MC    8 44 3 3   

ABدانيم كـه    مي   -20 DCMN  از طرفـي   . 2

AH  :داريم (AB DC)
S AH MN¾£ºp»l

   2   

  S MN  8  
  S MN 32 4  

با توجه به شكل، ارتفاع مثلث نصف ارتفـاع            -21
MHذوزنقه است، يعني MH   :حال داريم. 2

  
MH (AB DC)

S MH EF MH EF
S MH EF MH EF MH EF

¾£ºp»l
W±X¶

 
        

22 4
2 2 2

  

ــه    -22 ــاع ذوزنق ــاي ارتف  AMND وMBCNه
ي هـر       ها برابـر نـسبت مجمـوع قاعـده          ست، پس نسبت مساحت   برابر ا 

  .مثلث است

  MBCN

AMND

MN BC AD BC BCS AD BC
S AD MN AD BC BC ADAD

     
  

32 2
3

2 2
   

  AD BC
BC AD

ÆoÎ  


3 23  

  BCAD BC BC AD BC AD
AD

       3 2 6 5 5   

با توجـه      -23
 گيـريم   به فرض سـؤال نتيجـه مـي       

MN || AB || DCحال داريم ،:  
PN BN PNBDC : PN || DC PN
DC BC

QN QNNCABC : QN || AB QN
AB BC






      


       

2 2 63 9 3
1 1 13 3 3

   

  PQ PN QN    5  
ــه Aاز   -24  Cب

قطـع   Pرا در  MNكنيم تـا    وصل مي 
  :حال داريم. كند

  
MP AM DCACD : MP || DC MP
DC AD

PN NCABC : PN || AB PN AB
AB BC






     


      

1 23 3
2 2 23 3

   

MN    :به اين ترتيب MP PN   4   
  :ي تالس داريم با توجه به تعميم قضيه   -25

  AM BN MD NC
MD NC AD BC

   7
3   

  
QN CNABC : NQ || AB
AB CB

MP MDADB : MP || AB
AB DA






 


  

   

  NQ MP NQ MP
AB AB

     
MN، بـا فـرض    )شكل بـالا  ( ABCDي   در ذوزنقه   || AB || DC ،

MP:همواره داريم Nو Mبدون توجه به جايگاه NQ   
 ي  رابطــــــــهABCDي در ذوزنقــــــــه   -26

MN AB DC
 2 1   :برقرار است، بنابراين) به تمارين مراجعه كنيد (1

  a
MN AB DC MN

   2 1 1 2  

  MN
a

  2  
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هاي دو ساق را بـه        دانيم خطي كه وسط     مي   -27
  :كند، نصف مجموع دو قاعده است، پس هم وصل مي

    a bm a b m    22   

OAالـساقين اسـت پـس       چون ذوزنقه متساوي   OB وOD OC ،
. انـد   الـساقين   ي متساوي   الزاويه  قائم DOCو AOBهاي  بنابراين مثلث 

  :در نتيجه

  
OA OB a

OD OC b


 


  

2
2
2

2

    

  AC BD (a b) ( m) m     2 2 2 22 2  

از طرفي چون قطرهاي ذوزنقه بر هم عمودند مساحت آن برابر نصف             
  :ضرب اقطارش است حاصل

  ABCDS AC BD m m m      21 1 2 22 2   

مــوازي دو قاعــده باشــد  EFفــرض كنــيم   -28
EMو MN NF  .برابـــريEM NF  هميـــشه برقـــرار اســـت
 پس بايـد ببينـيم      ،.)را نگاه كنيد   25تست(

EMكه MN      دهـد   رخ مـي  چـه زمـاني .

ــد  ــرض كني AEف k
ED

  ــورت ــن ص  ، در اي

  :خواهيم داشت

  
EN AE k kADC : EN || DC EN a
DC AD k k

EM EDABD : EM || AB EM a
AB AD k k






       


        

21 1
1 1

1 1

     

  EN EM k a a k
k k

       
 

2 12 2 11 1  

AEيعني
ED

1  خط  و پارهEF 1ها را به نسبت     ساق
  امـا  . كند  يقطع م  1

  

اين پايان كار نيست، زيرا حالت ديگري نيـز         
بـا  . بينيـد   وجود دارد كه در شـكل زيـر مـي         

AEفرض k
ED

       و با راهي دقيقاً مشابه حالت

  :قبل داريم

EM AE k kADC : EM || DC EM a
DC AD k k

EN EDADB: EN || AB EN a
AB AD k k






       


        

21 1
1 1

1 1

   

  EN EM ka a k
k k

      
 

2 1 12 21 1 4  

1هـا را بـه نـسبت        سـاق  EFخـط   بنابراين در اين حالت، پـاره     
قطـع   4

  .كند مي

29-   AD،BH وCE   هر سه برDE   ،عمودنـد
  :در نتيجه. اند پس با هم موازي

  
b HEADE : BH || AD
a DE

b DHDCE : BH || CE
c DE






 


  

   

  b b HE DH DE
a c DE DE a c b

       1 1 11  

30-   
M  را بهN  ي   طبـق عكـس قـضيه     . وصل كنيد

. اسـت  DBمـوازي  BDC،MNتالس در مثلث  
ــهاز طرفــي دقــت ــوازي BM كنيــد ك ، ADم
 را ADEاز مثلــث EDو AEامتــداد دو ضــلع

  :قطع كرده است، پس داريم

  AE AD AEADE : BM || AD
EM BM AM


     22 3  

  EF AEAMN : EF || MN EF MN
MN AM


    2 2

3 3  

  MN CM BDDBC : MN || BD MN
BD CB


    1

2 2 

    :كه از نتايج به دست آمده داريم

  BD BD EFEF MN ( )
BD

    2 2 1
3 3 2 3 3   

A  را بهC  كنيم و محـل برخـورد آن         وصل مي
هـاي    محـل برخـورد ميانـه      F.يمنام   مي O را BDبا

OFاست، پـس   ADCمثلث DO 1
و بـه همـين      3

OE:داريـم  ABCترتيب در مثلث   BO 1
كـه بـا     3

BD    :جمع اين دو رابطه داريم EFEF
BD

   1
3 3   

PNمربع اسـت پـس     APNMچون   -31 || AB 
MNو || AC .اگر ضلع مربع راx بگيريم، داريم در نظر:  

  
MN BN x BNMN || AC
AC BC b BC

PN CN x CNPN || AB
AB BC c BC

    

    


   

x x BN CN BC
b c BC BC

    1  

  
b c x

   1 1 1 1
9  

32-   HH      ارتفاع ذوزنقه اسـت پـسHH  2 .
ABحال از || DC كنيم استفاده مي:  

  
MH MAMDH : AH || DH
MH MD

AB MAMDC : AB || DC
DC MD





   

  

  

  MH AB MH HH
MH DC MH

     6 6
9 9  

  MH MH MH MH
MH

      2 2 3 6 2 63   
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ــه   -33 ــوازي Dي از نقط ــم  ACم ــي رس ، خط
ــي ــا م ــيم ت ــد Mرا در BEو Nرا در FCكن ــه وضــوح. قطــع كن  ب

AD MB NC /  1   :باشد، داريم dل برجحال اگر طو. 8

  DNF : ME || NF


   

  DM ME
DN NF

   

  /
d /
 

 
15 4 1 8
180 8 1 8  

  / / d / d /
/ d

      


1 2 2 6 2 26 4 20 212 6 2  

 AMBهــاي ي نيمــساز در مثلــث از قــضيه   -34
  :گيريم تيجه مين AMCو

  
AE AMME
EC MC
AD AMMD
DB MB

pIvμÃº

pIvμÃº

  

  


   

  MB MC AE AD
EC DB

   
DE:تـوان نتيجـه گرفـت       ي تـالس مـي      بنا بر عكس قـضيه     || BC . در

DE  : نتيجه ADDE || BC
BC AB

    

الاضـلاع    متـوازي  MNPBچون چهارضلعي    -35
MNاست پـس   || BC وNP || AB .   ي تـالس در مثلـث       طبـق قـضيه 

ABC داريم:  
  

  

  
AM AN NCMN || BC
MB NC AN

CP NCNP || AB CP y , PB y
PB AN

     

      


3 2
2 3

2 2 33

  

  :از فصل مساحت به ياد داريم كه

  MNPB

ABC

ˆˆS x y sin BBM BP sin B
S ˆ ˆBA BC sin B ( x) ( y) sin B

   
   

2 3
1 1 5 52 2

   

  MNPB ABC
xy

S S
xy

    6 12 48 48
25 25 100 100
2

  

نيـاز بـه خـط اضـافه        سؤال قشنگي است و        -36
 ECرا روي  Dي  نقطه. هاي مسئله استفاده كرد     دارد تا بتوان از فرض    

FEكنـيم كـه     طوري انتخاب مـي    ED    شـود و ازM      بـه آن وصـل
الاضـلاع    متـوازي  BFMDارضلعيكنيم كه چه    حال ادعا مي  . كنيم  مي

  :و داريم) چرا؟(است 

  MD BF

MD || BF MD || AB

 
 

5   

  ACF : MD || AF


  

  CM MD
AC AF

   

  AF , AB BF AF
AF

        1 5 10 5 10 152   
  .الاضلاع است چهارضلعي كه قطرهايش منصف يكديگر باشند، متوازي 

خـط    ا در نظر گرفتن هر يك از هفت پـاره         ب   -37
  :نويسيم ي تالس مي يك رابطه ،ABموازي

  :قسمت مساوي تقسيم شده است 8به ACدقت كنيد

    


  

  
AC

c ABABC : A B || AB c
AB AC


    1

1 1 1
18
8 8   

  
AC

c ABABC : A B || AB c
AB AC


    2

2 2 2

2
2 28
8 8

   

   

  
AC

c ABABC : A B || AB c
AB AC


    7

7 7 7

7
7 78
8 8   

  ABc c c c ( )         1 2 3 7 1 2 3 78    

    10 7 8 358 2  

 Qو Pكافي است به فرض مسئله كه نقاط         -38
شـده    هاي داده   هستند توجه كنيد و از نسبت      ABدر يك طرف وسط   

  :بنابراين. استفاده كنيد

  
AP AB

ABPQ AQ AP AB AB
AQ AB

 
     




2
3 25
7 5 353

7

   

  ABPQ  35   

  PQ
AB¾±Fv¶ ÆoÎ ¢Lö

 2 2 35  

  AB  70  
39-   

باشـد،   ABCاز مثلـث  Aي نيمساز زاويه  ADاگر): 2از فصل  (

BD  :ي نيمسازها داريم  طبق قضيه AB
CD AC

   

  .)عكس اين قضيه نيز صادق است(
  
  

  :كنيم ي مهم تالس و نيمساز استفاده مي در اين سؤال از دو قضيه
  
  :ABCي تالس در مثلث  قضيه)1

  :AMCي نيمسازها در مثلث  قضيه)2
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AQAPABC : PQ || BC

PC QB AQ AM
QB MCAP AMAMC : MP

PC MC
pIvμÃº






    

  

   

  MB MC AQ AM
QB MB

   

AQنسبت AM
QB MB

  در مثلثAMB         برقرار است، پـس طبـق عكـس

 ي نيمـساز زاويـه   MQتـوان نتيجـه گرفـت كـه     ي نيمسازها مي    قضيه
AMB بنابراين. است:  

  ˆPMQ         2 2 180 90 90     
ي   را در نظـر بگيريـد و رابطـه         ABDمثلث   -40

  :تالس را براي اين مثلث بنويسيد

  MD MEABD : ME || AB
BD AB


   

  BD MD AB ME
BD AB

Rn¼Å nj ®ÃñÿU     

  BM AB ME
BD AB

   

  . درست استپس 
نامه را     در درس  4ي    بار قضيه   كافي است يك     -41

  :طبق اين قضيه خواهيم داشت. يدمطالعه كن

  AM MP BPABC : MN || PQ || BC
AN NQ QC


     

ــث        -42 ــود در مثل ــط موج ــه رواب ــه ب ــا توج ب
  :الزاويه داريم قائم

   AC CH BC AC AC
ABC :

AH BH CH AH AH

        


      

2 2

2 2
16 25 20
9 16 12

   

  ACH
HH AC AH CHS

  2 2   

AH CHHH
AC
    12 16 48

20 5  

  HH C : HH HH HC ( ) x

      2 248 165   

  x /  


48 48 5 7625 16  

از  ACاگر دقت كنيد عمـود وارد بـر ضـلع            -43
  .باشد مي DECو ADE، ارتفاع مشترك دو مثلثDي نقطه

ABC  :بنابراين : DE || BC


   

  AE AD (I)
AC AB

   3
7  

  DEC

ADE

DH ECS EC AC AE AC
S AE AE AEDH AE

     


1
2 11
2

   

  (I)  7 413 3  

    DEC ADE

ADE DEC

S S
S S

   4 3 %753 4   

 Oاز نقــاط   -44
 CHهـاي   عمـود  BCبه ضـلع   Aو
ــرده را وارد AHو ــضيهكـ ي   و از قـ

  :كنيم تالس استفاده مي

  OM OHAMH : OH || AH (I)
AM AH

      

  OBC

ABC

OH BCSS OH (II)
S S AHAH BC

   


1
2
1
2

   

    OM OH S(I) , (II)
AM AH S

      

ــلعي    -45 ــسئله چهارض ــرض م ــق ف  ADEFطب
رو بـا هـم       وبـه لوزي است پس اضلاع آن با هم برابـر اسـت و اضـلاع ر              

  :ي تالس داريم با استفاده از قضيه. اند موازي

  BD DEABC : DE || AC
AB AC


    

  a a a a    6 24 4 66 4  

  a a / AD AD       1210 24 2 4 5   

 گرفته شده   1 بخش 18تمريناين تست از       -46
  :آوريم را به دست مي EFرفته و طول ABCابتدا سراغ مثلث. است

  EF AFABC : EF || BC
BC AC


     

  EF EF   3 38 8  

ي تـالس     رابطه AMCحال براي مثلث  

EF  : نويسيم را مي FCAMC : EF || AM
AM AC AM


   3 5

8    

  AM /  24 4 85  

AMيم  دان  مي AN))  مراجعـه كنيـد   18خـب بـه تمـرين     ) چـرا؟ (
MN  :بنابراين AM AN AM /   2 9 6   

 داريم كـه اگـر در       1آخر بخش  16تمريناز     -47
هـا رسـم      خطـوطي مـوازي قاعـده     اي از محل برخورد اقطار        هر ذوزنقه 

  .خط ايجادشده با هم برابر است كنيم، همواره دو پاره

  OE OF   
  
  

دانـيم    نامه، مـي    درس 4ي  مسئلهبا توجه به       -48
طي مـوازي  اگر خطـو  ،Aي دلخواه بر روي ميانه مانند     كه از هر نقطه   

Aاضلاع رسم كنيم، همواره    M ي مثلـث    ميانهA B C      خواهـد بـود .
تواند بـه   اي مي توان اظهار نظر كرد و هر اندازه     نمي AAپس در مورد  

  .خود اختصاص دهد
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نامه   درسي تالس كه در       با توجه به اثبات قضيه       -49
ي بـين     دانيم كه فاصـله     اشاره شده، مي  

دو خط موازي هميـشه ثابـت اسـت و          
هاي زير نيز بـا       طبق آن مساحت مثلث   

  .باشند هم برابر مي

  BFC BEC
EH BC FH BC) S S

   1 2 2   

  CEF BEF
HF EF H E EF) S S

   2 2 2   

  AEC AFB AEF CEF AEF BEF) S S S S S S    4   
    : نادرست است زيراپس 

  
AEF

AEF BEF

BEF

FH AES
AE BE S S

FH BES

 
     



2

2

    

نيمساز هستند پس    AEو CFهاي  خط  پاره   -50
  :بنابراين. الساقين شوند  متساوي ي الزاويه قائم ADEو BCFهاي مثلث

  BCF : BC BF


  3   

  ADE : AD DE


  3   

  
) »ز ض ز  «بنـا بـر حالـت       ( FNBو DMEبودن دو مثلث    از همنهشت 

DM:توان نتيجه گرفت مي BN   
  :كنيم استفاده مي CDNي تالس در مثلث از قضيه

  DM DECDN : ME || NC :
DN DC


   

  DM DE
DM DN DE DC

Zoh¶ nj KÃ¨oU 
 

  

  DM BN DM
BD

  3
7  

  :ي فيثاغورس با توجه به قضيه

  BCD : BD BC CD BD BD


       2 2 2 2 2 23 4 25 5  

  BDDM DM
BD

  53 3
7 5 7   

  DM , MN BD DM      15 30 52 57 7 7  

كنيم تـا   گذاري مي ابتدا ذوزنقه و نقاط را نام      -51
 CD و ABخطـوط  ECDدر مثلـث  .  كنـيم  تر صحبت   بتوانيم راحت 

  :اند پس داريم موازي

   AE ABECD : AB || CD
DE CD


    

  AE AE
AE

   


9 6 455 15  

  AE /  7 5  
ˆين است الساق  متساوي EABمثلث ˆ(A B)       بنابراين ارتفـاع وارد بـر

ABAH  :پس. حكم ميانه را نيز دارد ABي  قاعده /   9 4 52 2   

  :ي فيثاغورس داريم حال طبق قضيه

  EAH : AE EH AH ( / ) x ( / )


      2 2 2 2 2 27 5 4 5   
  / x / x x      2 256 25 20 25 36 6  

ابتـــــدا از    -52
ــالس در مثلـــث قـــضيه  ABCي تـ

هاي اضـلاع را      استفاده كرده و نسبت   
  :كنيم مشخص مي

  AM AN NCABC : MN || BC
MB NC AN


    2 3

3 2   

  NC NC (I)
AN NC AC

Zoh¶ nj KÃ¨oU   
 

3 3
3 2 5  

  BM BP PCABC : MP || AC
AM PC BP


    3 2

2 3   

  PC PC (II)
PC BP BC

Zoh¶ nj KÃ¨oU    
 

2 2 2
3 2 5 5  

الاضلاع به    و متوازي ي مساحت مثلث      حال با استفاده از روابط محاسبه     
  :روش مثلثاتي داريم

  MNCP

ABC

ˆS NC PC sinC NC PC( ) ( )
S AC BCˆAC BC sinC

    
 

21
2

   

  MNCP ABC ABCS S S      3 2 12 12 482 5 5 25 25 100  

  MNCP

ABC

S
S

%48    

 بايــــدابتــــدا    -53
مشخص كرد براي به دست آوردن نسبت      
ايــن دو مــساحت از كجــا شــروع كــرد و 

  :هايي بود، بنابراين دنبال چه نسبت

  MNO

MNPB

ˆMN NO sin NS NO (I)
ˆS NPMN NP sin N

 
 

 

1
12
2  

NOپس اگر نسبت  
NP

حـال از   . مسئله كـاري نـدارد    حل  مشخص شود،    

  :كنيم استفاده مي AMCو ABCهاي ي تالس در مثلث رابطه

  
NP CNABC : NP || AB
AB AC

NO CNAMC : NO || AM
AM AC





 

 

   

  NP NO NO AM
AB AM NP AB

     2
5  

  (I) MNO

MNPB

S NO
S NP

     1 1 2 1 %202 2 5 5  

ABكه با توجه به اين   -54 || CD وBE || AC داريم:  

    



ME MBAMC : BE || AC
ME MAAE BC
AE ADMA MBMDC : AB || CD

AD BC






   

  

   

  x x x x x x /        3 7 3 9 4 9 2 253 7  

  MD ME AE AD / /      2 25 3 7 12 25   
55- 




