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)  لامـسه  وبينايي، شنوايي، بويايي، چشايي(گانه  جا از حواس پنج هر. شهود يك دانش غريزي يا احساس بدون استدلال است   استدلال شهودي   
 زمـين ثابـت اسـت و    ،بينـيم  طور كـه مـا مـي     شود زمين صاف است؛ يا اين طور شهودي حس مي   مثلاً به  ،ايم  كرده، استدلال شهودي    استفاده كنيم 

 نزديك طلـوع    هاي  ن  در زما (بريم    ي اجسام، به زمان روز پي مي        كنيم فلزات سرد هستند؛ با ديدن طول سايه         چرخد؛ حس مي    د به دور آن مي    خورشي
  .كنيم ي قطبي استفاده مي يابي هم از ديدن ستاره  براي جهت؛)ست و نزديك ظهر، سايه كوتاه استو غروب آفتاب، سايه بلندتر ا

فقط روش اين  و با واقع شهود از نظر رياضي اعتباري ندارد در. كه نتيجه نادرست باشد خيلي زياد است      احتمال اين  ،كنيم  اده مي وقتي از شهود استف   
  . امتحان كنيمرا ي هاي ديگر روشبايد يك استدلال حتمي،  براي اما زد  و موقتي هاي احتمالي حدستوان  مي

 يعني با زدن يك مثال، موضوع ديگري را هت بين مفاهيم گوناگون پيدا كنيم؛   كنيم نوعي مشاب    ميدر قياس، سعي       استدلال تمثيلي يا قياسي     
ها محـدوديت   رخي موارد اصلاً مثال وجود ندارد؛ پس تمثيلها را بررسي كنيم و در ب  ي مثال   توانيم همه   البته نمي  .كنيم  گيري مي   بهتر درك و نتيجه   

  .راي درك و اثبات مسئله را فراهم كنندي شهودي ب  زمينهوانندت  اما ميدارند
زنـيم    مثال مي، مثلاً براي رسيدن به اين نتيجه كه افراد موفق يا ثروتمند بايد متواضع باشند         ها معمولاً استدلال تمثيلي است،      لالمث  استفاده از ضرب  

 بـا او قيـاس كـرد و نتيجـه           د كچل، خـودش را مثـال زد،        ديدن فر  باطوطي  ،  بقال و   طوطيدر ماجراي    .»تر است    افتاده ،چه پربارتر باشد   درخت هر «
  ! به خاطر ريختن روغن كچل شده استگرفت كه آن شخص هم

ي كلـي     مشاهده، يك نتيجه  در استدلال استقرايي بر مبناي چند مثال يا          ).يعني روستا هم    قريه (»گردي  قريه«استقرا يعني      استدلال استقرايي   
در علـوم تجربـي بـه ايـن روش، روش علمـي يـا تجربـي                . رسـاند   ي كلي مي    شباهت نتايج اين چند مثال ما را به نتيجه         گيريم يا به عبارت ديگر      مي
گيـري     پس اين روش، نتيجـه     خاص براي بهبود گلودرد مناسب است؛     ي گياهي     گيريم نوشيدن عصاره    مثلاً با بررسي چند بيمار نتيجه مي       .گويند  مي

  .از مشاهدات استي محدودي  كلي بر مبناي مجموعه
اوليـه پـس از      انـسان    ها را كـشف كـرد؛       زماني نوسان  نگ ثابت است و قانون هم     وها، نتيجه گرفت زمان نوسان يك آ        ي نوسان آونگ    گاليله با مشاهده  

ايي جبـر و احتمـال       امتحان نه  ي  من با مشاهده  جوشد تا تمام شود؛       قدر مي   چيزي آن ، با استقرا نتيجه گرفت هر       ي جوشيدن آب، يخ و برف       مشاهده
  . ترين فصل است ام فصل احتمال مهم هاي اخير نتيجه گرفته در سال
 پس استقرا يعني رسيدن از جزء دهيم؛ ، تعميم ميايم ها را به مواردي كه نديده       ي آن   كنيم و سپس نتيجه     ي اين موارد، اول چند مشاهده مي        در همه 
بديهي اسـت  خب . ي فلزات در اثر گرما افزايش طول دارند     گيريم كه همه    ف در آزمايشگاه نتيجه مي    ي مختل هاي فلز   دادن ميله   مثلاً با حرارت   .به كل 

  .گيري بر مبناي استقرا است  اين نتيجهايم و ي فلزات را آزمايش نكرده همه  ماكه
  :توانيم از استقرا استفاده كنيم در مسائل رياضي هم مي

1 8 1 9× + =  
12 8 2 98× + =  

123 8 3 987× + =  
 استقرا 

  
× + =1234 8 4 9876  
× + =12345 8 5 98765  

12 1 3+ = SwH −»H jkø  
22 1 5+ = SwH −»H jkø  

 استقرا 
  

n2 1+.SwH −»H jkø   

21 1=  
21 3 2+ =  

21 3 5 3+ + =  
21 3 5 7 4+ + + =  

 استقرا 
  

Â²H¼T¶joÎjHkøH Ì¼μ\¶  
nSwH ®¶I¨  ÍMo¶ , IU pH−2 1 1   
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ي   نتيجـه ي كشف شوند كههميشه امكان دارد شواهد جديد . چون نتايج آن همواره درست نيستند زيادي ندارد، هم ارزش علمي   استدلال استقرايي 
n2« ي مثلاً گزارهآمده از مشاهدات قبلي را رد كنند؛ دست   به n براي»اول است +1   .و خيلي اعداد ديگر درست نيست =3

  
  )88 نهايي(   در روز پي به موقعيت زمان ببرد، از كدام استدلال استفاده كرده است؟ي اشيا  از بلندي يا كوتاهي سايهاگر انسان -1

  استنتاجي) 4  شهودي) 3  تمثيلي) 2  استقرايي) 1  
كند و  حركت ميرود اما در سرپاييني، ماشين خاموش هم كه باشد،     بالا مي  از سربالايي ماشين خيلي سخت    «: گويد  آموزانش مي   معلمي به دانش   -2
  جا معلم از چه استدلالي استفاده كرده است؟  در اين».رفت است ستر از پ رفت سخت نتيجه همواره پيش در

  استنتاجي) 4  استقرايي) 3  قياسي) 2  شهودي) 1  
  شود؟ ها ديده مي يك از استدلال امدر متن زير كد -3
)شدن آب به مخزن را عملي مثبت       وارد« )شدن آب از مخزن را عملي منفي       و خارج  +(  بـردن فـيلم را عملـي       جلوچنين    هم،  گيريم  مينظر   در −(

)مثبت ) منفي بردن فيلم را عملي    و عقب  +(  حال اگر فيلمي نمايش داده شود كه در آن، آب در حال خروج از يك مخـزن                  .آوريم ميحساب    به −(
)است ) عقب برگردانيمهو فيلم را ب −( )گردد آب دوباره به مخزن برمي ،−(   »! يعني منفي در منفي شد مثبت؛+(
  استدلال استنتاجي) 4  استدلال استقرايي) 3  استدلال تمثيلي) 2  درك شهودي) 1  

  )88سراسري (  كند؟  ي محدودي از مشاهدات، كدام نوع استدلال را بيان مي گيري كلي بر مبناي مجموعه روش نتيجه - 4
  استنتاجي) 4  استقرايي) 3  شهودي) 2  قياسي) 1  

   است؟غلط ي استدلال استقرايي كدام عبارت درباره -5
    .همواره با محدوديت همراه است) 1  
  . رسيدن از جزء به كل است،گيري روش كلي اين نوع نتيجه) 2  
    . همواره درست نيستنتايج آن) 3  
  .در هيچ علمي كاربرد ندارد) 4  

  شود؟ هاي اوليه با كدام روش استدلال فهميدند كه آب در اثر جوشيدن تمام مي  انسان-6
  شهودي) 4  استنتاجي) 3  تمثيلي) 2  استقرايي) 1  

  ها بر مبناي كدام استدلال است؟ ي آن روش معالجه. كنند  برخي از امراض خفيف را با گياهان معالجه مي،بوميان يك منطقه -7
  تمثيلي) 4  استقراي رياضي) 3  استقرايي) 2  شهودي) 1  

  شود؟ ن تمام ميهاي اوليه با كدام روش نتيجه گرفتند هر چيز در اثر جوشيد  انسان-8
  استنتاجي) 4  شهودي) 3  تمثيلي) 2  استقرايي) 1  

211ي عبارات اگر با مشاهده -9 121= ،311 411و =1331 511=نتيجه بگيريم كه =14641    كار رفته است؟ ، كدام روش استدلال به...و  15101051
  مثال نقض) 4  استقرايي) 3  شهودي) 2  تمثيلي) 1  

  ، عدد حاصل از سطر پانزدهم كدام است؟زيربا توجه به الگوي  -10

  2 2 21 2 1 4+ − =   
  2 2 22 3 1 12+ − =   
  2 2 23 4 1 24+ − =   

  1(480   2(481   3(420   4(421   
 ، استفاده از اسـتدلال اسـتقرايي       و با  مقابلتوجه به روند موجود در شكل       با   -11

  اُم كدام است؟100ي  هاي سفيد در مرحله اد مثلثتعد
  1( 101  
  2( 5151  
  3( 5050  
  4( 4950  
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ي محـدود بـود و ارزش رياضـي            مبناي چنـد مـشاهده     گيري كلي بر    استدلال استقرايي روش نتيجه   ! استقراي رياضي با استدلال استقرايي فرق دارد      

  .طبيعي است  يك اثبات انديشمند رياضي در اعداداستقراي رياضي اما نداشت

)Pناميم، بايد نشان دهيم مي P(n) براي اثبات حكمي كه آن را  در استقراي رياضي   P(k، درسـتي P(k)درسـت اسـت و از درسـتي    1( نتيجـه   +1(

 .بايـستند ، در صف ∞تا 1عملكرد استقراي رياضي، مثل اين است كه اعداد طبيعي از .براي تمام اعداد طبيعي درست خواهد بود      P(n)گاه   آن ،شود

)Pاين يعني (گوييم    مي 1پيغامي را به عدد    ايـن  (سـرش بگويـد     بـه نفـر پـشت   ) P(k)ايـن يعنـي  (كس پيغام را شنيد   اريم كه هر  گذ  و قرار مي  ) 1(

P(kيعني   . )براي تمام اعداد طبيعي درست است P(n)يعني(شنوند  تمام صف پيغام را ميحالا نتيجه چيست؟ ). +1(

تمـاً نفـر اول      يعنـي بايـد ح     ا، نفر اول و نفر بعدي مهم هستند،       دقت كنيد در عملكرد استقر     حالا چرا اين كار فقط در اعداد طبيعي است؟ اگر            

ترتيبـي   خوانيـد كـه ايـن دو ويژگـي را خـوش          درس گسسته مي   در سال چهارم و در    . دي مشخصي باشد   داراي عضو بع   مشخص باشد و هر عضو نيز     

  .بگذريم... برقرار است  نامند كه فقط در مي

  :سه مدل كلي در مسائل استقرا داريم

)aاي به شكل    گزاره P(n) در اين استقراها   :استقراهاي مجموع  )الف ) a( ) a(n) b(n)+ + + =1 2  يعني مجموع  است؛ n برابر ،چپي سمت  جمله 

  . شده استراستعبارتي در سمت 

)Pقراها براي كنترل برقراري   در اين است    بعـد بـه جـاي     .  عبارت حاصل حتماً درسـت خواهـد بـود         .نويسيم  گذاريم و گزاره را مي      مي n،1، به جاي  1(

nها،k م وگذاري ميP(k) سپس به جاي؛نويسيم كه فرض استقرا است را مي n،هاk P(kگذاريم تا حكم استقرا يعني مي +1   .را ببينيم +1(

P(k حتماً در استقراهاي مجموع، وقتي a(k علاوه بر،نويسيد را مي +1(   .را نيز بياوريد a(k)يي قبلي يعن ، جمله+1(

a(kي  معمولاً جمله . به حكم برسيد  حالا در تشريحي بايد از فرض        . كننـد تـا طـرف چـپ حكـم سـاخته شـود                مـي  ه دو طرف فرض اضاف     را به  +1(

b(k)بعد a(k )1+   .رسند كنند و به طرف راست حكم مي  ساده ميرا كه در طرف راست مانده، +

nP(n)    :را ببينيدمثال اين  : n(n ) n
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1 1+ + + + =× × × + +   

)P درست است     ) : 1 1 1 11 1 2 1 1 2 2=  =× +   

)P معمولاً در اين استقراها،   .گيرد ي اول سمت چپ را مي فقط جمله 1(

    kP(k) : k(k ) k
1 1 1

1 2 2 3 1 1+ + + =× × + + فرض استقرا  

P(k) فقط به جاي! همان صورت سؤال استnها، حرفk آمده است.  

    
k n

kP(k ) : k(k ) (k )(k ) k
+

++ + + + + =× × + + + + + +
1

1 1 1 1 11 1 2 2 3 1 1 1 1 1 1
 

´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ , ÁI] ¾M´ÃvÄ¼º Â¶ ´À Hn ÆoÎ oiA Á¾±μ]

   حكم استقرا

k) پـس الان بايـد  كننـد؛   را به دو طرف فرض اضـافه مـي  ي آخر حكم گفتيم كه جمله . حكم برسيم به  حالا براي اثبات بايد از فرض        )(k )
1

1 2+ را  +

  :ببينيد! افزود P(k)به

    kP(k) :(k )(k ) k(k ) (k )(k ) k (k )(k )
1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 2 3 1 1 2 1 1 2+ + + + + = ++ + × × + + + + + +   

  :كنيم تا به طرف راست حكم برسيم هم ساده ميرا حالا طرف راست . خب طرف چپ حكم ساخته شد

k(k طرف راست حكم   )k (k )k k k k
k (k )(k ) (k )(k ) (k )(k ) (k )(k ) k

++ + ++ + ++ = = = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =+ + + + + + + + + +

22 12 1 11 2 1 1
1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

´Ãº qM HnIÀ  

  .شود جا كه برسيم اثبات كامل مي به اين

)Pحتماً بعد از نوشتن. اثبات استقرا جزو مسائل طولاني در امتحان نهايي است  )1،P(k) وP(k   .، به مسير اثبات فكر كنيد و بعد آن را بنويسيد+1(
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n(n  : رود كار مي  استقرا بهاين احكام  درسي، براي  در كتاب )n 11 2 3 2
++ + + + = :مجموع اعداد طبيعي  

    n(n )( n )n2 2 2 2 1 2 11 2 3 6
+ ++ + + + = :مجموع مربعات اعداد طبيعي  

    n(n )n ( n) ( )3 3 3 3 2 211 2 3 1 2 3 2
++ + + + = + + + + =  :طبيعياعداد هاي  مجموع مكعب  

    n n+ + + + = −1 2 3
1 1 1 1 11
2 2 2 2 2

   

    ( n ) n+ + + + − = 21 3 5 2 1 :مجموع اعداد فرد  

    n(n )(n )n(n ) 1 21 2 2 3 1 3
+ +× + × + + + =   

    n n| x | | x | | x | | x x x |1 2 1 2+ + + ≥ + + +    

    
n

n rr r r (r )r
+−+ + + + = ≠−
12 11 11   

kاي به شكل    گزاره P(n) مثلاً :پذيري  استقراهاي بخش  )ب | a(n) ،ي ماننـد  خـواهيم ثابـت كنـيم عبـارت          يعني مـي   استa(n)      همـواره بـر عـدد 

n24به عنوان مثال ثابت كنيم. پذير است بخش kصحيح   .پذير است بخش 5همواره بر −1
  : پس داريماست؛ r5گوييم عبارت به صورت  مي،پذير است بخش 5ارت بركه مثلاً بگوييم عب ها، در فرض و حكم به جاي اين در اين اثبات

)P درست است     ) : r r2 11 4 1 5 15 5× − =  =   
    kP(k) : r24 1 5−   فرض =
    (k )P(k ) : r+ ′+ − =2 11 4 1    حكم5

P(k در،ايم نوشته P(k)،r5 حواستان هست كه وقتي در   !بنويسيم؟ r′5بايد +1(

k2به k24 يعني براي رسيدن ازسازيم، بات، طرف چپ حكم را ميي اثحالا برا 24   :كنيم ضرب مي 24 طرف فرض را در، دو+

    P(k) k k( ) ( r) r
24 2 2 2 2 24 4 1 4 5 4 16 80× +⎯⎯⎯⎯→ − =  − =   

k2حالا به 24 1+ k  : كنيم  تا اضافه مي15 پس به دو طرف نياز داريم،−

r
r ( r ) r15 2 24 1 80 15 5 16 3 5+ +

′
′⎯⎯⎯→ − = + = + =   

  .شدو حكم ثابت 
a(n)در اين استقراها حكم به صورت : نامساوي استقراهاي )ج b(n)> براي اثبات و رسـيدن از  .بيان شده استP(k)  بـهP(k  معمـولاً يـك   ،1+(

  :منظور از تغيير نامساوي اين است .گيريم  تغيير نامساوي كمك مياسازيم و براي رسيدن به طرف ديگر، از اعمال رياضي ي طرف حكم را مي
Aدر نامساوي  B> اجازه داريم به جايA  هر عدد بيشتر از آن و به جايB پس داريمرا بگذاريم؛ تر از آن هر عدد كم :    

    C AA B C B≥> ⎯⎯⎯→ >   
    B DA B A D≥> ⎯⎯⎯→ >   
nمثلاً براي اثبات نامساوي  n2 1≥ nP(n)  : به روش استقرا داريم + : n2 1≥ +   

)P درست است     ) : 11 2 1 1 2 2≥ +  ≥   
    kP(k) : k2 1≥   فرض +
    kP(k ) : k11 2 1 1++ ≥ +   حكم +

kبه k2كنيم تا از  ميضرب  2براي اثبات، طرفين فرض را در 12 P(k)  :برسيم + k k( ) (k ) k2 12 2 2 1 2 2 2× +⎯⎯⎯⎯→ ≥ +  ≥ +   
kاهيم بهخو حالا ما مي k12 2+ ≥ k2خب واضح است كه. برسيم + kاز +2   : پس مشكلي نيست،بيشتر است +2

    k k k kk k+ + > + +≥ + ⎯⎯⎯⎯⎯→ ≥ +1 2 2 2 12 2 2 2 2   
nاز P(n)رخي مسائل، حكم  در ب  :يافته  استقراهاي تعميم  )د n بلكه حكم اساساً براي مقادير     درست نيست،  =1 m≥   يعنـي شـروع     درست اسـت؛ 

  .خواهد بود m، از عدد طبيعي1استقرا به جاي
 پـس   اش بگويـد؛    بگوييم و هر كس به بعـدي       5ي  به شماره مثلاً  ،  1ي   مثل اين است كه اعداد طبيعي در صف باشند و پيغام را به جاي شماره               

  . شوند به بعد مطلع مي 5ها از شمارهفقط تمام 
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 P(k) بعـد  را كنتـرل كنـيم و      P(m) پيـدا كنـيم و     جـو   و مناسب را بـا جـست      mاولاً بايد كه   استصورت   اين   يافته به   مسير اثبات استقراي تعميم   
P(kو P(kبه P(k)را بنويسيم و از    +1( k دقت كنيد كه.) جايش مثل قبل است اين(برسيم   +1( m≥   شـتن ايـن   است و ممكن اسـت در نظـر دا

  . به اثبات كمك كندرابطه
  .شود ي استقرا گفته مي ، پايهm به

nدر كتاب درسي روابط   
(n )

n!
7
3

≥
>،n

(n )
n2

5
2

≥
n و <

(n )
n!

4
2

≥
يافته در مورد مجموع زوايا و  چنين با استقراي تعميم هم. اند ه بررسي شده  يافت  با استقراي تعميم   >

n)ضلعيnتعداد قطرهاي n)روابط ≤3( )2 180− ×  وn(n )3
2
  .توانيم ثابت كنيم را مي −

nP(n)  : ي تشريحي را ببينيد  اين نمونه : n22 >   

)Pدرست است      ) : 5 25 2 5 32 25>  >   

    kP(k) : k22   فرض <

    kP(k ) : (k )1 21 2 1++ >   حكم +

    P(k) k k( ) k k2 2 1 22 2 2 2 2× +⎯⎯⎯⎯→ >    اثبات: <

kحالا بايد به (k )1 22 1+ > k پس كافي استبرسيم، + (k )2 22 1> kباشد كه اين نامساوي براي +   :بديهي است ≤5

kkبديهي است     k k k k k(k )2 2 2 52 2 1 2 1 2 1 ≥> + + ⇔ − > ⇔ − > ⎯⎯⎯→   

k    :پس داريم (k )k kk (k )
2 22 11 2 1 22 2 2 1> ++ +> ⎯⎯⎯⎯⎯→ > +   

  .رسيم  ميمورد نظرو به حكم 
تـرين گزينـه     از كـم اكافي است با سـعي و خط ـ . سؤال شود mيافته، يعني در تست كنكور ممكن است محل شروع اثبات استقراي تعميم   

  . شروع كنيم
  :كردن مقادير زير مفيد است قطعاً حفظ

  

!
! ! ! !
! ! ! !
2 3 4 2 5

6 3 2 7 8 4 9 3

10 5 11 12 6 4 13

4 5 6 3

4 3 4

0
1 1 2 2 3 6 4 24
5 120 6 720 7 5040 8 40320
2 4 2 8 2 4 16 2 32

2 4 8 64 2 128 2 4 256 2 8 512

2 4 1024 2 2048 2 4 8 4096 2 8192

3 81 3 243 3 729 6 216
6 1296 7 343 7 2401

=
= = = =
= = = =

= = = = =

= = = = = = = =

= = = = = = =

= = = =

= = =

   

   بـه بعـد  90خصوص از سـال   هاي جديد كنكور، به  در تست  .هاي تشريحي است    استقرا يك روش نسبتاً طولاني در اثبات         سؤالات تستي استقرا    

، از  P(n)سؤال اين است كه در اثبات يك حكـم مثـل           .يك مدل جديد از سؤال استقرا داريم      ) هاي قبل از آن     و البته در كنكور خارج از كشور سال       (
  :گيريم  را ياد ميمورد نظري  شود؟ روش پيداكردن رابطه استفاده مي) ي بديهي يا كدام رابطه(كدام نامساوي بديهي 
P(kو P(k) بايدمورد نظري   براي پيداكردن رابطه   نهاي فـرض كنيـد يـا حكـم را بـر فـرض       سپس حكم را مو يعني فرض و حكم را بنويسيد  +1(
  :هايش اين هم مثال . را ببينيدمورد نظري  تقسيم كنيد تا رابطه

    (n ) (n )n(n ) + +× + × + + + ≤
21 21 2 2 3 1 3   

  ي بديهي رابطه: حكم  −فرض    

  
(k ) (k )P(k ) : k(k ) (k )(k ) (k ) (k ) (k ) (k )(k )(k )

(k ) (k )P(k) : k(k )

2
2 2

2

2 31 1 2 2 3 1 1 2 2 3 1 23 1 2 3 31 21 2 2 3 1 3

+ ++ × + × + + + + + + ≤  + + + + ⎯⎯⎯→ + + ≤ −
+ + × + × + + + ≤ 





¢ÄoÿU   
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kكه بديهي است     

k k k k

(k ) (k )(k ) (k ) k k  ´Ãº qM Hn IÀ
´Ã¹¨  Joò nj »

+

+ + + +

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + ≤ + + − +  + ≤ +
2 2

2 2
3

5 6 2 1

3 1 2 3 1 3 3 3 5    

    n n!
2

2 >   

    ´§e
ÆoÎ :ي بديهي رابطه  

كه بديهي است   
(k ) (k )

(k ) k k
kk

P(k ) : (k )! (k )! k kk!
P(k) : k!

2 2
2 2

22

1 1 1 2 11 2 1 12 2 1 2 1
22

+ +
+ − +

+ > + + ⎯⎯⎯→ >  > +  > +
> 

´Ãv£U     

  
)nدر اثبات تساوي -12 n ) n (n )21 2 2 5 3 1 1× + × + + − = + 91نهايي (  كنيم؟  به روش استقرا، طرفين فرض را با كدام عبارت جمع مي(  

  1(k k23 5 2+ +   2(k k+ −23 4 3   3(k k23 2 1+ −   4(k k23 5 1+ +   
  ) كتاب درسي14ي   صفحهتمرين(   كدام است؟ه كمك استقراي رياضي، حكم استقرا بزيردر اثبات نامساوي  -13

  n ( n )211 2 3 2 18+ + + + < +   

  1(k ( k )211 2 3 2 18+ + + + < +   2((k ) ( k )211 2 3 1 2 28+ + + + + < +   

  3(k ( k )211 2 1 2 38+ + + + < +   4(k ( k )211 2 3 2 28+ + + + < +   

n24عدد -14   ) درسي كتاب12ي  صفحهتمرين (  پذير است؟ يك از اعداد زير بخش ، همواره بر كدامnبه ازاي هر عدد طبيعي −1
  1(2   2(13   3(5   4(7   

)حاصل عبارت -15 )( ) ( )
n2

1 1 11 1 14 9− − − به ازايn   هاي زير است؟ يك از گزينه م ، برابر كدا≤2

  1(n
n

1
2
+   2(n

n
1

2 2
−
−   3(n

n
2 1

4
+   4(n

n
−
−

2 2
4 3   

16- n3   )90 نهايي(  است؟كدام  mترين مقدار بزرگ. اول است ،mتر از به ازاي تمام اعداد طبيعي كوچك +4
  1(4   2(5   3(6   4(7   

n(nحاصل عبارت -17 )
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1+ + + +× × × + كتاب درسي15ي  صفحه تمرين(  كدام است؟ (  

  1(n
n2 1+   2(n

n 1+   3(n
n 1−   4(n

n
1−   

nعبارت -18 n6 20 49+ n)ند باشد؟توا يك از اعداد زير مي برابر كدام + )∈   
  1(7925   2(9610   3(10310   4(9235   

nحكم -19
n

1 1 1 51 2 3 12+ + + + < براي اعداد طبيعيn m≥ ترين مقدار كوچك. درست استm كدام است؟  

  1(4   2(5   3(6   4(7   

!nnدر اثبات نامساوي - 20   ) درسي كتاب13ي   صفحهمثال(  ي استقرا كدام عدد است؟ ، پايه<3
  1(7   2(6   3(5   4(8   

nيافته براي حكم در اصل استقراي تعميم -21 (n )!< +4 1، (n m)≥، عدد طبيعي مناسبm كدام است؟  
  1(4   2(5   3(6   4(7   

در  m. برقرار اسـت   ، نامساوي mتر مساوي   ي اعداد طبيعي بزرگ     وجود دارد كه به ازاي همه      m عدد طبيعي  ،هاي زير   كدام از گزينه   براي هر  -22
  ) كتاب درسي15ي  صفحهتمرين (  تر است؟  كوچك كدام گزينه

  1(n n22 >     2(n n!2 <   

  3(n
n1 1 11 3 7 22 1

+ + + + <
−

     4(nn! 3>   
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  يافته استفاده كنيم؟ تعميم بايد از استقراي ،هاي زير يك از نامساوي در اثبات كدام -23

  1(n ( n )211 2 3 2 18+ + + + ≤ +   2(nn
1 1 11 12 3+ + + + ≤ +   

  3(n
nn

+ + + + ≤ +2
1 1 1 21 4 9 1     4(nn

+ + + + < −2
1 1 1 11 24 9    

nPاُمين عدد اول باشد و نامساويnنمايانگر nPاگر -24 n2 1> nبه ازاي + m≥ ترين مقدار برقرار شود، كوچكm كدام است؟  
  1(5   2(6   3(7   4(8   

nاثباتدر  - 25 n ;n22 5>   )86خارج از كشور (  رود؟  رياضي، كدام نامساوي بديهي به كار ميبا روش استقراي ≤
  1(k k2 >   2(k2 1 5− >   3((k )21 2− >   4((k )21 2+ >   

nدر اثبات نامساوي -26
n(n ); 1 1 13 1 3 7 22 1

≥ + + + + <
−

 از كدام نامساوي بديهي استفاده شده است؟،يافته با كمك استقراي تعميم   

  1(k k2 >   2(k 12 2+ >   3(k 12 3+ >   4(k k22 1>   )91خارج از كشور (   −

nدر اثبات نامساوي - 27 ( n ) ;n211 2 3 2 1 18+ + + + < + ≥90سراسري (  رود؟ ي بديهي به كار مي ، با كمك استقراي رياضي، كدام رابطه(  

  1(k k1 2+ <     2(k k1 2 3+ < +   

  3((k k ) ( k )2 24 3 2 2 3+ + < +     4(k k ( k )2 24 12 9 2 3+ + = +   

nn  ك استقراي رياضي، حكم بديهي در انتهاي اثبات كدام است؟ در اثبات نامساوي مقابل به كم - 28
+ + + + ≤ −2 2 2 2

1 1 1 1 12
1 2 3

   

  1(
k(k )2

1 0
1

− ≤
+

   2(k
12 01− ≤+   3(

(k )2
1 0

1
≥

+
   4(k(k )

1 01
− ≤+   

2حاصل عبارت -29 2 210 11 20+ + + ت؟كدام اس  
  1(2470   2(2870   3(2555   4(2585   

3، برابر با مربع مجموع آن اعـداد باشـد، حاصـل           1شروع از با  هاي اعداد طبيعي متوالي       گر مجموع مكعب  ا -30 3 3 310 12 14 30+ + + +   كـدام
  )91سراسري (  است؟

  1(114100   2(114200   3(114300   4(114400   
   باشد؟دتوان نميعدد فرد متوالي با شروع از عدد يك، كدام عدد  nمجموع -31

  1(1089   2(3249   3(1024   4(2840   
,اي به صورت دنباله -32 , , , , , , , , ,1 2 2 3 3 3 4 4 4 4  كدام است؟ي اول اين دنباله جمله 45حاصل مجموع. تعريف شده است   

  1(285   2(385   3(21295   4(31395   

2حاصل عبارت -33 2 2 2
1 2 2 3 3 4 10 11

1 2 3 10
× + × + × + + ×

+ + + +



  ) كتاب درسي14ي  صفحهتمرين (  كدام است؟ 

  1(11
10   2(10

11   3(8
7   4(7

8   
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روش نتـايج ايـن     . رسـيم   اضي درست، بـه حكـم مـي       كنيم و با طي مراحل ري        يعني از فرض شروع مي     ل استنتاجي همان اثبات رياضي است؛     استدلا
در اسـتدلال  . ايـم  هـا را از قبـل پذيرفتـه    كه درسـتي آن  گيري كلي ما بر مبناي حقايقي است         نتيجه ،در اين روش  .  همواره درست هستند   ،ياستدلال

  :ها را ببينيد اين. استنتاجي بايد فرض صورت سؤال را به زبان رياضي بيان كنيم
k2و عدد زوج ديگر را بايد k2عدد زوج رامثلاً يك  )الف k2 وk2حالا دو عدد زوج متوالي. بگيريم ′   .هستند +2

k2 يك عدد فرد)ب k2است، عدد فرد ديگر +1 1′ k2است و دو عدد فرد متوالي + k2و +1   .هستند +3

n  : پس داريم؛است 3مضرب فرد nنباشد، حتماً  6باشد و مضرب 3مضرب  n اگر)ج ( k ) k3 2 1 6 3= × + = +   
  . به خاطر بسپاريد،اند كه با استدلال استنتاجي ثابت شدهرا هايي   مدل گزارهاستدلال استنتاجي در كنكور قابل پرسش نيست اما حتماً

  

q8 ثابت كنيد مربع هر عدد فرد به صورت   .است +1

    k ( k ) k k k(k )2 22 1 2 1 4 4 1 4 1 1= + ⎯⎯⎯→ + = + + = + +ÍMo¶ عدد فرد  
k(kحالا ضرب   : پس داريم؛، حتماً زوج است +1(

q

( k ) k(k ) ( q) q2

2
2 1 4 1 1 4 2 1 8 1+ = + + = + = +   

  .يك واحد بيشتر است ،8صحيح فرد، از مضرب پس مربع هر عدد
  

صـحيح متـوالي    عـدد  rدر حالت كلي ضرب.  در مسير استدلال از اين ويژگي استفاده كرديم كه ضرب دو عدد صحيح متوالي حتماً زوج است 
  ).است 6يعني 3! مضرب،صحيح متوالي عدد 3پس مثلاً ضرب(است  !rمضرب

k8رد به صورت  كه مربع هر عدد صحيح ف        از اين   x همـواره  ،صـحيح فـرد باشـند      دو عـدد   yو xشـود اگـر     نتيجه مي است،   +1 y2  8بـر  −2
  !) مورد سؤال بوده90اين در سراسري  (.پذير است بخش

  

  . ثابت كنيد جمع دو عدد گويا، گويا است

a عدد گويا     c a c ad bc e,b d b d bd f
+⎯⎯⎯→ + = =Ì¼μ\¶ :دو عدد گويا  

  

  

x(x،باشد 3مضرب x ثابت كنيد اگر   .است 18مضرب −3(
xنويسيم   مي،است 3مضرب  xچون  k3=پس داريم؛ :  x(x ) k( k ) k( (k )) k(k )3 3 3 3 3 3 1 9 1− = − = − = −  

k(kحالا چون   : پس حتماً زوج است ،صحيح متوالي است  ضرب دو عدد −1(
q

x(x ) k(k ) ( q) q
Z»p =

− = − = =
2

3 9 1 9 2 18   

x(xپس   .است 18مضرب −3(
  

sinي نامساوي مثلث يـا  ي فيثاغورس يا قضيه مثلاً رابطه .ي كلي هستند    د قضيه ن احكامي كه هميشه درست باش       قضاياي كلي    x cos x2 2 1+ = 
  .هاي كلي هستند قضيه

 درسـت اسـت امـا    »هر عدد اول دورقمي، فرد اسـت «ي  ارهمثلاً گز. اند هاي ديگر، نادرست    اند و بعضي از گزاره      ها درست   بعضي از گزاره     مثال نقض   
دادن نادرستي يك گزاره، آوردن يـك        براي نشان !) و احتمالاً تنها راه   (بهترين راه   .  نادرست است  »مربع هر عدد مثبت از خودش بيشتر است       « ي  گزاره

پـس مثـال نقـض نـشان        . نـاميم    مـي  »مثال نقض «ن مثالي را    چني. شود  گيري كلي نيست و رد مي       اين مثال بايد نشان دهد كه آن نتيجه       . مثال است 
  .  نادرست است،گيري كلي دهد يك نتيجه مي

  :در كتاب درسي، براي احكام زير مثال نقض خواسته شده است
x مثال نقض اين حكم.گنگ است xy،گويا باشد yگنگ و x اگر)الف yو =2   .ها گويا است  آن تواند باشد كه ضرب مي =0

  .بيرونش هستندي منفرجه است كه دو ارتفاع آن  يه با زاويمثال نقض، مثلث.  هميشه ارتفاع مثلث درون آن است)ب

  .تر است ها از خودشان كم هستند كه توان دوم آن 1و 0 اعداد بين، مثال نقض. توان دوم يك عدد هميشه از آن بيشتر است)ج

x اگر)د xگاه آن ،<1   . هستند 2و 1 اعداد بين،مثال نقض .<2
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ab اگر) ه aگاه آن ،=0 bو =0 a،مثال نقض. =0 bو =0   ). نه هر دو،صفر باشند bيا aواقع كافي است كه در. (است =1

k8مثال نقض اين حكم اعداد    . مربع كامل نوشت   3توان به صورت مجموع      هر عدد طبيعي را مي     )و ن بـه   تـوا   را نمي ... يا   15يا 7مثلاً. هستند +7
  .مربع كامل درآورد 3صورت جمع

  .هستند n2مثال نقض اين حكم اعداد. توان به صورت جمع اعداد طبيعي متوالي نوشت طبيعي را مي  هر عدد)ز
  :پس دوباره تأكيد كنيم. دو بار در كنكور آمده استاخيراً  اين مثال نقض 

  . به صورت جمع اعداد طبيعي متوالي نوشتتوان نميها را n2يعني... و  2،4،8،16،32،64اعداد
  .ها گويا است باشد كه جمع آن −2و 2تواند مثال نقض اين حكم مي.  جمع دو عدد گنگ، گنگ است)ح

xبودن اعداد  در مورد گنگ،هر دو گنگ باشند xو y در حالت كلي اگر  y−،xy،x
y،ylog x،yx  تمام ايـن  . توان داد هيچ حكمي نمي... و

xمثلاً براي  .توانند گويا بشوند    اعداد مي  yو =2 x، مقادير =2 y−،xy،x
y وylog x  براي .شوند  گويا ميyx همx

yو =22 مثال  =2

yx     :نقض هستند ( )
2 22 2= =   

  .چند مثال ديگر هم ببينيد
  

   درست است؟ ،»است 12هم مضرب n،باشد 12مضرب n2اگر«آيا حكم  
ايـن حكـم درسـت       .نـرود ... و   12ف پس اصلاً ذهنتان به طر     ،صحيح مطرح است   ي اعداد   بودن درباره  اولاً دقت كنيد كه بحث مضرب      
nبا كمي دقت. نيست   .نيست 12مضرب nاست اما 12مضرب n2كنيم كه را پيدا مي =6

  
  

n4 آيا،طبيعي باشد عدد nاگر    همواره اول است؟ +3
  .در سطح دبيرستان اصلاً عبارتي كه همواره اول باشد وجود ندارد.  درست نيست»همواره اول است... «اي به شكل   هيچ گزاره

14.گرديم  پس اين گزاره نادرست است و دنبال مثال نقض مي          3+،24 3+،34 44و +3 54اند اما   همگي اول  +3 كـه اول    1027شـود   مي +3
n پس به ازاي؛خورد مي 13نيست و به   .نقض شد =5

  
  

nجه به  با تو  حيدو به هم وصل كنيم، تعداد نوا        ها را دوبه    بگيريم و آن  در نظر   نقطه روي محيط دايره      n اگر  , , , ,1 2 3 4 nبرابر =5 12 − 
  آيا اين حكم درست است؟. است

  

          
  شكل

  تعداد نقطه  1  2  3  4  5

  تعداد نواحي  1  2  4  8  16
  

nمثال نقض اين حكم از 6نقطه، به جاي 6يعني براي. به بعد است =6 12 32−   .شود ناحيه داريم و حكم رد مي 31ناحيه،=

) به كسي ياد ندهيد كه تعداد نواحي همواره ) ( )n n 12 4+ )تا نقطه،7 پس مثلاً براي؛است + ) ( )7 7 1 572 4+ +   .ناحيه داريم=
  
  

2 آيا،عددي گنگ باشد α اگر 3α − α همواره گنگ است؟  
  ... جا كمي دقت لازم است  در اين. روند مي... و  2ها در مورد اعداد گنگ به سرعت سراغ معمولاً بچه 

)    :اول مربع كامل بسازيم ) ( )2 23 93 2 4α − α = α − −   

3حالا واضح است كه حكم مثلاً براي 22α =   .شود نقض مي +
  

ax حاصـل  ،عددي گنگ باشد   x اگر خيلي نكته دوست داريد، حفظ كنيد كه اگر          b
cx d

+
a كـه  بـه شـرطي    + b

c d≠  همـواره گنـگ اسـت       ،باشـد 

)a،b،c وd وندهستصحيح  اعداد a ياc غيرصفرند(.  
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 بيـان   »اسـت ... گـاه      آن ،باشـد ... اگـر   «يعني عبارت به صـورت       ؛هاي شرطي، يك فرض و يك حكم داريم         در گزاره    ي شرطي و عكس آن      قضيه  

xاگر مثلاً .قسمت اول فرض قضيه و قسمت دوم حكم آن است. شود مي
¾Ãñ¤ ÆoÎ

k{IM 3 Joñ¶ ، گاه آنx
¾Ãñ¤ ´§e

SwH 9 Joñ¶ 2.  

Pنويسيم  به زبان رياضي مي    Q  اگر«خوانيم    و ميP گاه   آن ،باشدQ هست«.P   را مقدمه وQ     حالا اگر جاي حكـم و       .نامند   مي تاليرا نتيجه يا
  .ي بالاست  عكس گزاره»است 3مضرب xگاه  آن،باشد 9مضرب x2اگر«مثلاً  .آيد دست مي  ي شرطي به فرض را عوض كنيم، عكس يك گزاره

  :مثلاً ؛تواند درست يا نادرست باشد آن هم مي  و عكسشدي شرطي درست يا نادرست با ممكن است يك گزاره
  . نيز درست است»زوج است xگاه  آن،باشد 4مضرب x2اگر« آن يعني  عكس و درست است»است 4مضرب x2گاه  آن،زوج باشد xاگر«ي  گزاره )الف

xاگر«ي     گزاره )ب x2گاه   آن ،باشد <0 x2اگر« درست است اما عكس آن       »است <0 xگاه   آن ،باشد <0 هـاي  xبـراي . ( درسـت نيـست    »اسـت  <0

  .)شود منفي نقض مي
 نيـز   »اسـت  5و 3گـاه مـضرب      آن ،باشد 5اگر يكان عددي  «نادرست است و عكس آن       »است 5 يكانش ،باشد 5و 3اگر عددي مضرب  «ي     گزاره )ج

  .ندمثال نقض هست 25و در عكس آن عدد 30 عدد خود قضيه در. نادرست است

  
  ها از بقيه بلندتر است؟ يك از آن با توجه به شرايط زير، كدام. ي خود هستند د و ابراهيم عضو تيم بسكتبال مدرسهوعلي، احمد، كامران، داو -34
  ) كتاب درسي26ي  تمرين صفحه(    .تر است كامران كوتاهد از وداو) ب  .هستندتر  ها از علي كوتاه حداقل دو نفر از آن) الف
  .داوود از علي بلندتر است) ت  .ترين پسر نيست مد كوتاهاح) پ

  ابراهيم) 4  كامران) 3  احمد) 2  علي) 1  
x(xباشد، 3رقمي و مضرب صحيح سه يك عدد xاگر -35   )91نهايي (  همواره مضربي از كدام عدد است؟ +3(

  1(12   2(15   3(18   4(24   
36- m وn اگر. صحيح هستند دو عددm n+ و 7برm n− پذير است؟  بخش 21پذير باشد، كدام عدد زير همواره بر بخش 3بر  

  1((m n)2+   2(m n2 2+   3((m n)2−   4(m n2 2−   
  )91 نهايي(  چندتا از عبارات زير درست است؟ - 37
  .است 10ها مضرب گاه مجموع آن باشند، آن 5صحيح فرد هر دو مضربي از دو عدد bو aاگر) الف
a2يك عددحقيقي و aاگر) ب aگاه ، آن<0   .است <0
bگاه اعداد طبيعي باشند، آن cو a،bاگر) پ ac نگ استيك عدد گ.  

   3)4   2)3   1)2  صفر) 1  

)هر دو گويا بوده و عدد βو αاگر -38 ) ( )2 1 2 1
2 1 2 1

α + β −−
− +

  :نيز گويا باشد، در اين صورت 

  1(0α − β =   2(0α + β =   3(1αβ =   4(1αβ = −   
  كند؟  را نقض مي»پنج و سه قابل قسمت باشد، صفر استبه رقم يكان هر عددي كه «كدام عدد كليت حكم  -39

  1(115   2(120   3(210   4(225   
  باشد؟  مي».اند اي داخل يا خارج مثلث همرس هاي هر مثلث در نقطه ارتفاع«هاي زير، مثال نقضي براي حدس كلي  يك از گزينه كدام -40

  الزاويه مثلث منفرجه) 4  الزاويه لث قائممث) 3  الساقين مثلث متساوي) 2  الزاويه  حاده مثلث) 1  
  ؟نيست، »ضرب هر دو ماتريس مخالف صفر، ماتريس مخالف صفر است حاصل«كدام مورد يك مثال نقض براي حكم  -41

  1(1 0 0 1
0 0 0 0
   
   
   

   2(1 0 0 0
0 0 1 0
   
   
   

   3(0 0 1 0
0 1 0 0
   
   
   

   4(0 0 0 1
0 1 0 0
   
   
   

   

  كند؟  را نقض مي»ضرب هر دو عدد گنگ، عددي گنگ است حاصل«اعداد كدام گزينه كليت حكم  -42
   25و 16)4   18و 216)3   12و 6)2   216و 6)1  
  ).نماد جزءصحيح است [](عددي گنگ باشد، كدام عدد لزوماً گنگ است؟  xاگر -43

  1([x ]2+   2((| x | )23+   3(x x2 2+   4(x
x

2 1
1

+
−   



  

 17 

  ) كتاب درسي27ي   صفحهتمرين(  چندتا از عبارات زير، مثال نقض دارند؟ -44
  .است 180تر از ي حاده كم مجموع دو زاويه) ب  .تر است توان دوم يك عدد هميشه از آن بزرگ) الف
  .هر مستطيل يك مربع است) د  .گيرد ه ارتفاع يك مثلث داخل آن قرار ميهميش) ج

  1(1   2(2   3(3   4(4   
  )80سراسري (  ي زير، مثال نقض دارد؟ كدام گزينه - 45

  .فرد است 2تر از هر عدد اول و بزرگ) 2    .زي استهر مربع يك لو) 1  
  .تر از توان سوم آن است توان دوم هر عدد طبيعي بزرگ) 4  .الساقين است الاضلاع، متساوي هر مثلث متساوي) 3  
   به صورت مجموع اعداد طبيعي متوالي نوشت؟توان نميرا يك از اعداد زير  كدام -46

  1(6   2(7   3(8   4(9   
  )88خارج از كشور (  كند؟  را نقض مي» توان به صورت مجموع اعداد طبيعي متوالي نوشت هر عدد طبيعي را مي«كدام عدد حكميت  - 47

  1(40   2(46   3(56   4(64   

!nnنامساوي -48   ي اعداد طبيعي چند مثال نقض دارد؟ در مجموعه <3
  1(5   2(6   3(7   4(8   

  ) كتاب درسي27ي  تمرين صفحه(   به صورت مجموع سه مربع كامل نوشت؟توان نمييك از اعداد زير را  كدام - 49
  1(59   2(61   3(79   4(89   

nضلعي حاصل و قطرهاي آن را رسم كنيم، دايره بهnي اختياري روي محيط دايره انتخاب كرده و نقطه nاگر« -50 12   ».شود ناحيه تقسيم مي −
  ) كتاب درسي21ي  صفحهمثال (  كند؟ كدام گزينه حدس بالا را نقض مي

  1(4   2(5   3(6   4(3   
  ا باشد، حاصل كدام گزينه همواره عددي گنگ است؟عددي گوي Cگنگ و βو αاگر -51

  1(Cα − β   2(Cα +   3(Cβ   4(α + β   
  ي زير است؟ كدام گزينه مثال نقض براي گزاره -52

xدو عدد گنگ بوده و yو xاگر« y+ ًگويا باشد، حتماx ي قرينهy بوده است.«  
  1(x yو =3 3= −     2(x yو =3 2=   

  3(x 2 1= yو − 2 1= +     4(x 3 2 5= yو − 3 2 5= +   
  دو عدد گنگ باشند، كدام همواره درست است؟ βو αاگر -53

  1(βα 2  .عددي گنگ است(α + β 3)3  .عددي گنگ است α − β 1)4  .عددي گنگ است + β
α

  .ممكن است گويا باشد 

  لزوماً درست است؟هاي زير  يك از گزاره كدام. عددي گنگ باشد aفرض كنيد -54
a4و a3كم يكي از دست) 1   a3كم يكي از دست) 2  .گنگ است −1   .گنگ است a6و −1

a3حداكثر يكي از) 4  .گويا است a5و a2،a3كم يكي از دست) 3     .گنگ است a4و +1
  ي كلي است؟  يك قضيه،هاي زير يك از حكم كدام -55

  .هر لوزي يك مربع است) 2    .هر عدد اول، فرد است) 1  
  .الساقين است الاضلاع، متساوي متساويهر مثلث ) 4    .هر مستطيل يك لوزي است) 3  
  ؟نيستيك از قضاياي زير، يك قضيه  عكس كدام -56

  .، بر هم منطبق هستنديك ضلع ي الساقين ارتفاع و ميانه در مثلث متساوي) 2  .الزاويه عمودمنصف اضلاع، بر روي وتر، متقاطع هستند در مثلث قائم) 1  

  .ترين ضلع است ، بزرگ90ي در هر مثلث، ضلع مقابل به زاويه) 4  .ها نصف وتر است الزاويه يكي از ميانه در مثلث قائم) 3  
  ) كتاب درسي27ي  تمرين صفحه(  ي دوشرطي است؟  يك قضيه،هاي زير يك از گزينه كدام -57

xاگر) 1   xگاه ، آن<2 1>.   

x)گرا) 2   )21 0− xگاه ، آن= 1=.   
abاگر) 3   aگاه ، آن=0 bو =0 0=.    
  .هاست هاي آن تر يا مساوي نصف مجموع مربع  كوچك،ضرب هر دو عدد حقيقي حاصل) 4  
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قرار بود از فـرض     . (كنند  ها، از خود حكم شروع مي        مجموعه  يا براي اثبات برخي احكام در مورد       ها در اعداد حقيقي و      نتاجي نامساوي براي اثبات است  
م شروع كـرده    دانيم از چه فرضي بايد شروع كنيم تا به حكم برسيم، از خود حك               ماجرا از اين قرار است كه چون نمي        !)شروع كنيم و به حكم برسيم     

د و بـراي تكميـل اثبـات بايـد نـشان      نها كامل نيـست  ته اين اثباتالب. رسيم ي درست يا بديهي يا فرض قضيه مي    به يك رابطه   و با مراحل استنتاجي   
  :شوند  مياثبات بازگشتي  استدلال مثال و تمرين مهم به روش، دودر كتاب درسي .پذير هستند شده بازگشت دهيم كه تمام مراحل طي

x  : ها است ن ي هندسي آ    بيشتر يا مساوي واسطه  ،ميانگين حسابي هر دو عدد مثبت   )الف y xy+ ≥2   

x  : ها است تر يا مساوي نصف مجموع مربعات آن   كوچك،ضرب هر دو عدد حقيقي   حاصل)ب y xy
2 2

2
+ ≥   

  )چرا؟! (ندا ع اين دو گزاره يكسانواق  البته در

  : اند از عبارتناپذير  ترين اعمال بازگشت مهم پذير نيستند؟ حالا چه كارهايي در اثبات ممكن است انجام بدهيم كه بازگشت
  رساندن طرفين تساوي يا نامساوي  2 به توان)الف

   جمع دوتا تساوي با هم)ب

  . بايد مطمئن باشيم آن عبارت صفر نيست،دانيد كه اگر بخواهيم عبارتي را از دو طرف ساده كنيم  مي هم!از كودكستان
 تمام به اين معني كه ؛ بزنيد⇔ها را به صورت شما از خود حكم شروع كنيد و فلش. بات كرد در امتحان نهايي، معمولاً بايد يك نامساوي را اث    

حواسـتان باشـد كـه حـق      .بسازيد) مربع كامل(اول نوع  ها را به يك طرف بياوريد و يك يا چند اتحاد              بايد تمام عبارت   .پذير هستند   مراحل بازگشت 
  !را نداريد Δ حسابان يا دستورهاي استفاده از روش

a  : چندتا اثبات بازگشتي ببينيد  bab b a<  + ≤ −0   الف(2

    aba b a b a b abb a ab
¥oTz¶ Zoh¶ ´Ã¹¨ïÂ¶ Joò nj

j¼{ïÂ¶ Æ¼ø S¿]
++ ≤ − ←⎯⎯⎯⎯→ ≤ − ←⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + ≥ −

2 2 2 22 2   اثبات:  2

a  درست است بطهار     b ab (a b)Oa ýoö ¾M ¾μÀ←⎯⎯⎯⎯⎯→ + + ≥ ⇔ + ≥2 2 22 0 0  

    a , b a b a b ab4 4 3 30>  + ≥   ب(+

    a a b b ab4 3 4 3 0←⎯⎯⎯⎯⎯→ − + − ≥Oa ýoö ¾M ¾μÀ  

    b a (a b)a (a b) b (b a) (a b )(a b)−←⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − + − ≥ ←⎯⎯⎯⎯⎯→ − − ≥3 3 3 30 0k¹TvÀ SLX¶ » n¼T¨IÎ pH
n¼T¨IÎ   

a) رابطه درست است     b)(a ab b )(a b) (a b) (a ab b )←⎯⎯⎯→ − + + − ≥ ⇔ − + + ≥2 2 2 2 20 0 
¾Äq\U

oÿÅ IÄ SLX¶ SLX¶
   

   a ba ,b a bb a2 2
1 10>  + ≥   ج (+

    a b a b ab a b
a bb a a b

3 3 2 2

2 2 2 2
1 1 0 0+ − −←⎯⎯⎯⎯⎯→ + − − ≥ ←⎯⎯⎯⎯→ ≥¥oTz¶  Zoh¶Oa ýoö ¾M ¾μÀ  

    (a b)
a (a b) b (b a) (a b)(a b )

a b a b−
− + − − −←⎯⎯→ ≥ ←⎯⎯⎯→ ≥

2 2 2 2

2 2 2 20 0n¼T¨IÎ n¼T¨IÎ
pH   

a) . اين رابطه درست است،اند مثبت bو aچون     b)(a b)(a b) (a b) (a b)
a b a b

− − + − +←⎯⎯→ = ≥
2

2 2 2 2 0Z»jq¶  

    a ,b
a b a b

1 1 4 0+ ≥ >
+

  د(

    a b ( a b)b a
a b a b ab

nj
´Ã¹¨ïïÂ¶ Joò

+ ++ ≥ ←⎯⎯⎯⎯→ ≥
+

24   گيريم مشترك مي در طرف چپ مخرج: 4

)  درست است رابطه     a b) ab ( a b)
ab ab

+ − −←⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ≥ ⇔ ≥
2 24 4 0 0´ÄoMïÂ¶ Oa ýoö ¾M Hn

´ÄoÃ¬ïÂ¶ ¥oTz¶Zoh¶ »   
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4فائزه براي اثبات -58 4  : استهه كرد استفاداين روشاز  =6    الف (=6

  6   ب( =4
 همواره درست است   + = +  =4 6 6 4 10   ج (»ب« و »الف« با جمع طرفين 10

  :گيري فائزه غلط است، زيرا نتيجه
  .ه استسي استفاده كردااز استدلال قي) 2  .از استدلال استقرايي استفاده كرده است) 1  
  .ناپذيرند مراحل اثبات بازگشت) 4    .براي حل سؤال، مثال زده است) 3  
  )91 نهايي(  رسيم؟ كمك استدلال بازگشتي، به كدام حكم بديهي زير ميبه  زيردر اثبات نامساوي  - 59

  a b c (a b c)+ + + ≥ + +2 2 2 3 2    
  1(a b c2 2 2 0+ + ≥     2((a ) (b ) (c )2 2 21 1 1 0+ + + + + ≥   

  3(a b c2 2 2 3 0+ + + ≥     4((a ) (b ) (c )2 2 21 1 1 0− + − + − ≥   
aدو عدد حقيقي باشند كه     bو aگر -60 b+  ـ             مقابلي    گاه در اثبات رابطه     ، آن 0< ر  به كمك استدلال بازگشتي، بـه كـدام نامـساوي بـديهي زي

a  رسيم؟ مي b aba b
+ ≥+

3 3
  

  1(a b+ ≥2 2 0  2((a b)+ ≥2 0   3((a ) (b )− + − ≥2 21 1 0  4((a b)− ≥2   )90نهايي (  0

aدر اثبات نامساوي -61 b
b a 2+ ≤   اند؟ ترتيب كدام رسيم، به ي بديهي كه در آخر به آن مي و رابطهبه روش بازگشتي، شرط برقراري نامساوي  −

  1(bو a ،منفي باشند(a b)2 0+ ≥   2(ab a)باشد، >0 b)2 0+   )91نهايي (     ≤

  3(bو a ،منفي باشند(a b)2 0− ≥   4(ab a)باشد، >0 b)2 0− ≥   

)nدر اثبات نامساوي - 62 ) n1 3 1 3+ ≥   )91نهايي (  . رسيم مي............... به نامساوي بديهي ............... به كمك  +
k، يافته استقراي تعميم) 1   k23بازگشتي،) 2   ≤0 k3استقراي رياضي،) 3   ≤0 kبازگشتي،) 4   ≤0 0≥   
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تواند درست  يم خلاف حكم نميده شان ميكه ثابت كنيم خود حكم درست است، ن  يعني به جاي اين خلف يك روش اثبات غيرمستقيم است،     برهان
  :ترتيب است به اين برهان خلف مراحل اثبات  . پس خود حكم درست استباشد؛

 : ثابـت كنـيم    بخـواهيم  مثلاً اگـر     ).گيريم  نظر مي   را در  »نقيض حكم «كنيم يا      مي »فرض خلف «ها    به قول قديمي  (كنيم حكم درست نباشد       ابتدا فرض مي  
 خـورد؛   نمـي  3 به آن عدد گوياست؛  : فرض كنيم به ترتيب    بايد    فقط يك خط وجود دارد و يا عددي فرد است،          خورد؛  مي 3 عددي به  عددي گنگ است؛  

تنـاقض بـا   ( رسـيم   به تنـاقض مـي   كه با اين فرضكنيم سپس با استدلال استنتاجي ثابت مي .كه آن عدد زوج است دارد و يا اين بيش از يك خط وجود      
  . پس حكم بايد درست باشد؛شود فرض اوليه غلط است  معلوم مي،ايم حالا كه به تناقض رسيده. )هاي مسئله يا با اطلاعات و اصول رياضي داده
b و يا  فرد است  n2 گنگ است؛  3؛خورد  مي 3به n2:رسيم؟ مثلاً اگر فرض سؤال اين است كه         طور به تناقض مي     چه a»   نـد عامل مشتركي ندار ،

bكه  و يا اينزوج است n2؛گويا است 3؛خورد نمي 3به n2 : خواهيم رسيد نتايج اينما بعد از فرض خلف به a» عامل مشترك دارند.  
   ....كنند و  دو خط موازي يكديگر را قطع نمي !ي قائمه وجود ندارد  مثلاً مثلث با دو زاويهخوريم، با اصول خودمان به مشكل مي هم گاهي

  :برهان خلف استفاده شده استهاي كتاب درسي، براي اين احكام از  ها و تمرين در مثال
2. (گنگ است 2)الف   !)ها هست نيز در تمرين 3و −3

  .است) يا زوج(نيز فرد  nصحيح د عدباشد،) يا زوج(فرد  n2 اگر)ب

  .ستا) 10يا( 3نيز مضرب n،باشد) 10يا( 3مضرب n2 اگر)ج
  .)در صفحه(شود  اي خارج يك خط، فقط يك خط بر آن عمود مي  از نقطه)د
  .اند موازيبا هم  دو خط موازي با يك خط، ) ه
x،گنگ باشد yگويا و x اگر)و y+ گنگ است.  
Nد عد)ز p2 3 1= × × × + )تر يا مساوي كوچكاول ضرب تمام اعداد  حاصلp  تر از يا اول است يا عامل اول بزرگ) كنيم  جمع1باراp دارد.  

  : هم ببينيدهاي نهايي را اثبات چند نمونه از
  

  .گنگ است 3 ثابت كنيد با برهان خلف

a پس ،گويا است  3كنيم ميفرض   :اثبات 
b3 aو كسر  =

b        هـا     دان  يا به قول رياضـي    تا حد امكان ساده شده است(a ,b)   اسـت  =1

a  :  حالا داريم؛)است 1 بابرابر bو aم  م ب( a a bb b
=  =  =

2 2 2
23 3 3   

a  :است و داريم 3هم مضرب  aبنابراين؛ است 3مضرب  a2پس k ( k) b k b b k3 2 2 2 2 2 23 3 9 3 3=⎯⎯⎯→ =  =  =   
a) اما اين نتيجه با فرض     است 3نيز مضرب  bدر نتيجه  است و  3مضربهم   b2اين يعني  ,b)  نادرسـت    پس فرض اوليه   در تناقض است؛   =1

  .گنگ است 3و
  
  

  .است 5نيز مضرب n،باشد 5مضرب n2گر  ا
  :است و داريم 4يا 3يا 2يا 1يكي از اعداد 5بر nي تقسيم مانده  پس باقينيست؛ 5مضرب n فرض كنيم:برهان خلف 

  n k n k k q , n k n k k q= +  = + + = + = +  = + + = +2 2 2 25 1 25 10 1 5 1 5 2 25 20 4 5 4   
  

 n k n k k q , n k n k k q
+ +

= +  = + + = + = +  = + + = +2 2 2 2

5 4 15 1
5 3 25 30 9 5 4 5 4 25 40 16 5 1   

 اين يعنـي فـرض اوليـه        ايم و   باشد؛ پس به تناقض رسيده     5مضرب n2 اما فرض سؤال اين بود كه      نيست 5مضرب n2،بينيد  طور كه مي    همان
  .است 5مضرب n ونادرست بوده

  
  

n7عدد طبيعي و n اگر   .فرد است n،زوج باشد −5
n پسزوج است؛ n فرض كنيم   :برهان خلف  k2= عدد فرد  :و داريم

( k )
n ( k) k k k

2 7 3
7 5 7 2 5 14 5 14 6 1 2 1

−
′− = − = − = − + = + =   

n7 با اين فرض، n7اما فرض سؤال اين بود كه. شود  عددي فرد مي−5   .فرد است n پس به تناقض رسيديم و؛زوج است −5
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3 ثابت كنيد،عددي گنگ باشد 3 اگر 2   .نيز گنگ است +3

3 فرض كنيم   :برهان خلف  2 a  : پس داريمگويا است؛ +3 a a a b
b b b b

3 3 3 333
3 3 3

22 3 2 3 3 2 −+ = ⎯⎯⎯⎯→ + =  = − =·H¼U ¾M   

aعبارت b
b

3 3

3
3ما غلط بوده و     يعني فرض اول    اين ؛ پس تساوي آخر تناقض دارد و      گنگ است  3 اما گويا است  −2 2 توانـد گويـا      نمي +3

  . )گنگ است(باشد 
  

  .را با هم مقايسه كنيدزير دو مثال  
  

2ثابت كنيد. گنگ است 6دانيم  مي 2   .نيز گنگ است −3
2 فرض كنيم   :برهان خلف  2 p  :گويا است −3

q2 2 3− =   

  ...بود  6ي  بايد به چه تناقضي برسيم؟ فرض سؤال درباره

  

p
p p q( ) ( )q q

−
⎯⎯⎯⎯→ − =  + − =  =

2

2 2
2 2

2

11
2 2 3 8 3 4 6 64

2 ·H¼U ¾M   

2 پس فرض اوليه نادرست اسـت و       گنگ است؛ ) طبق فرض سؤال  ( 6چون عبارت سمت چپ گويا و     . اين تساوي آخر تناقض است     2 3− 
  .گنگ است

  
  

2 ثابت كنيد.گنگ است 2دانيم  مي 3   .گنگ است −2
2 فرض كنيم   :برهان خلف  3 p  :گويا است −2

q2 3 2− =   

  .از بين برود 3بماند و 2 پس بايداست؛ 2ي  درباره اين بار بايد به چه تناقضي برسيم؟ فرض سؤال

  





p
p p p p p p q( ) ( )q q q q pq q

q

−
= + ⎯⎯⎯⎯→ = +  × = + +  − =  =

2

2 2 2
2 2

2 2

10
2 3 2 2 3 2 4 3 2 2 2 10 2 2 2

2
2 ·H¼U ¾M

ª¹¬

IÄ¼¬  
2 پس فرض اوليه درست نيست ور تناقض است؛عبارت آخ 3   .گنگ است −2

  

  
  .............. در اثبات به كمك برهان خلف -63

  .جز حكم درست باشد شود چيزي به كنيم كه نمي ثابت مي) 2  .شود فرض قضيه نادرست باشد كنيم كه نمي ثابت مي) 1  
  .شود حكم درست باشد كنيم كه مي ثابت مي) 4  .شود عكس حكم درست نباشد ميكنيم كه ن ثابت مي) 3  
  ) كتاب درسي30ي   صفحهتمرين(  براي اثبات حكم زير به كمك برهان خلف، فرض خلف كدام است؟ -64

dدو متمايز باشند و نيز به و د′′d و′d،dاگر سه خط راست« d′و d d′ ′′گاه ، آنd d′′.«  
  1(d d′ وd d′ ′′   2(d d′′   3(d d′′   4(d d′   
  ) كتاب درسي30ي   صفحهتمرين(  رسيم؟ در اثبات حكم زير به روش برهان خلف، به كدام تناقض زير مي - 65

  ».دارد Pتر از ي يك، يا اول است و يا عامل اول بزرگ به اضافه P مساوييا تر ضرب تمام اعداد اول كوچك حاصل«
5)3  .تعداد عددهاي اول متناهي است) 2  . مضرب يكي از اعداد اول استيك) 1     .ضرب اعداد اول، اول است) 4   >3

  )86سراسري (  ؟نداردي زير احتياج به استدلال به روش برهان خلف  اثبات كدام قضيه  - 66
  .تگنگ اس 5عدد) 1  
  .توان رسم كرد  ميك نقطه فقط يك خط موازي خط مفروضاز ي) 2  
  .توان بر خط مفروض عمود كرد ي مفروض فقط يك خط مي در يك صفحه از نقطه) 3  
  .يك واحد بيشتر است 8مربع هر عدد طبيعي فرد، از مضرب) 4  
  رسيم؟ يك از مفاهيم زير به تناقض مي  با كدام،في لولا به كمك برهان خل  در اثبات عكس قضيه-67

  نتايج قضاياي ديگر هندسه) 4  اصول هندسه) 3  اصول بديهي رياضي) 2  فرض قضيه) 1  
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 كه آن   كبوتري است  ي اصل لانه    اين بيان ساده  . نفر بايد حالت يكساني داشته باشند      2هاي ممكن بيشتر باشد، حداقل      اگر تعداد افراد از تعداد حالت     
  .نامند ها نيز مي را اصل كشوي ديريكله يا اصل حجره

تـا عـدد صـحيح داريـم        40چنين اگر  هم .يد متولد يك ماه باشند    ها با   حداقل دوتا از آن   ) ماه بيشتر نداريم  12چون(نفر داشته باشيم    13پس مثلاً اگر  
  .اشندي يكسان داشته ب مانده باقي 36ها بايد بر حداقل دوتا از آن) حالت دارد36، فقط36ي اعداد بر مانده چون باقي(

mلانه را اشغال كنند و     nكبوتر، mاگر: كبوتري بيان رسمي اصل لانه    n>        باشـند كم دو كبـوتر       كه در آن دست   باشد، حداقل يك لانه وجود دارد .
  .ان آن را با برهان خلف ثابت كردتو كبوتري از نظر شهودي بديهي است اما مي اصل لانه

 يعني  لانه؛كدام اما معلوم نيست  بيش از يك كبوتر باشد»يك لانه«شود كه در  كبوتري، فقط تضمين مي خيلي دقت كنيد كه در اصل لانه 
توان مطمـئن بـود كـه حتـي يـك نفـر متولـد                 نفر، نمي  13مثلاً در بين  . كبوتر باشد  1ي خاص، حتي    هيچ تضميني وجود ندارد كه در يك لانه       

  .فروردين باشد
  :كبوتري داريم ي اصل لانه لهچند مدل مسئ
را معرفـي    (n)هـا   و تعـداد لانـه     (m)براي حل بايد تعداد كبوترهـا      .ائل بايد ثابت كنيم حداقل دو عضو، حالت يكساني دارند         ترين مس    در ساده  

mقطعاً(كنيم  n> شود كبوتري كار تمام مي سپس با اصل لانه) است.  
  .آيد دست مي  ها با اصل ضرب به  در اين مسائل اگر چند ويژگي مختلف افراد مطرح شده باشد، تعداد لانه

؛ مـاه  17هـا بـر   ي تقسيم آن  مانده  ها؛ باقي    آن  حرف اول نام  به ترتيب    تا وجود دارند كه   2حداقل ،آموز  دانش 15 عدد صحيح؛  20؛ نفر 34پس در بين  
  . ماه داريم12آموز و دانش 15مانده داريم؛ باقي 17عدد و 20حرف داريم؛ 32ونفر  34چون يكسان باشد، ها تولد آن

  

ها دو نفر وجود دارند كـه حـرف اول نـام و مـاه تولـد و                   حداقل چند نفر در يك مهماني بايد باشند تا مطمئن باشيم در بين آن              
  جنسيت يكسان دارند؟

32پس طبق اصل ضرب   . حالت دارد 2حالت و جنسيت  12حالت، ماه تولد  32حرف اول نام    12 2 768× ×  ـ( حالت مختلف    =  داريـم؛ ) هلان
mكبوتري بايد براين طبق اصل لانهبنا   .نفر لازم است 769يعني حداقل. باشد <768

  
  

x)ي چند نقطه  حداقل ,y) صحيح است؟  وسط دوتا از اين نقاط نيز عددتبا مختصات صحيح برداريم تا مطمئن باشيم مختصا  
x)ي  ماجرا از اين قرار است كـه بايـد دوتـا نقطـه            !  آمد 92 و سراسري  89 اما در سراسري خارج از كشور      بود اين قبلاً سؤال المپياد       ,y )1 1 

x)و ,y )2 xطوري باشند كه   2 x1 2
2
yو + y1 2

2
x پس هم  د صحيح شوند؛  اعدا + x1 yو هم  +2 y1 بايـد هـر دو زوج      x2و x1 يعني اند،  زوج +2

، ي متنـاظر  هـا  ا فرد بـودن مخـتص  و نقطه، از نظر زوج ي مختصات د دو فرد باشند و در نتيجهبايد هر دو زوج يا هر y2و y1يا هر دو فرد و نيز  
كبوتري بايد تعداد نقـاط      مثل هم باشند، طبق اصل لانه     از لحاظ زوج يا فرد بودن       دو نقطه   هاي متناظر     مختصكه    حالا براي اين  . مثل هم است  
  .ها بيشتر باشد از تعداد حالت

x  :حالت دارد4ها،    هر نقطه از نظر زوج يا فرد بودن مختص , y : × =2 2 4
 Z»p IÄ joÎ Z»p IÄ joÎ

  

  !سخت بود. نقطه لازم است 5پس وجود حداقل
  
  

  دارند؟ 7ي يكسان بر مانده ها رقم يكان يكسان و باقي تا از آن2 طبيعي متمايز داشته باشيم تا مطمئن باشيم حداقلحداقل چند عدد 
گـوييم ده حالـت    پس الآن با خيال راحت مـي ندارد،  7ي آن بر   مانده  شود كه رقم يكان عدد ربطي به باقي         اين فعلاً به درس شما مربوط نمي       

}حالت7براي يكان و , , , , }0 1 2 6 7 يعني؛داريم 7نده برما براي باقي 10 70×   .عدد طبيعي داشته باشيم 71 لانه داريم و بنابراين بايد حداقل=
  

بندي كنـيم كـه از         قسمت  بايد آن سطح يا حجم را طوري       ي نقطه درون يك سطح يا حجم داريم و         تعداد كبوتري، ل هندسي اصل لانه   در مسائ  
ها از عدد خاصـي   ي آن گيرند و فاصله ها در يك قسمت قرار مي كبوتري نتيجه بگيريم حداقل دوتا از نقطه  بعد طبق اصل لانه   . تر باشد   تعداد نقاط كم  

  ). نيامده است  سؤالها تا حالا در كنكور از اين(. تر است كم
  . شعاع استبرابر  معمولاًضلاع برابر ضلع و در دايره لاا در مثلث متساوي ها است، كل، برابر قطر آنش هاي مربع و مستطيل  در قسمت»عدد خاص«اين 
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  : را با دقت دنبال كنيدها  نمونه اين
  :، پنج نقطه داريم2الاضلاع به ضلع درون مثلث متساوي )الف

نقطـه در    2كبوتري حداقل    نقطه داريم، طبق اصل لانه      5چون. كنيم  سمت مي  ق 4پس سطح مثلث را   
   .تر است كم 1ها از ضلع مثلث كوچك يعني ي آن افتند و فاصله يك ناحيه مي

 
 
  

     AB 1 <  

4ون مستطيل به ابعاد در)ب    :، هفت نقطه داريم×6

نقطـه   2كبوتري مطمـئن هـستيم    نقطه طبق اصل لانه    7با. كنيم  قسمت مي  6پس سطح مستطيل را   
  .تر است  كم ،طر مربع كوچكها از ق ي آن اند و فاصله در يك قسمت

 
 

AB 2 2 <  
  

  

  :، يازده نقطه داريم3 درون مربع به ضلع)ج

)نقطه داريم  11چون. كنيم  قسمت مي  9بنابراين سطح مربع را    )>11  كبوتري حـداقل    طبق اصل لانه   9
  . تر است  كم،ها از قطر مربع كوچك ي آن ناحيه هستند و فاصله نقطه هم 2

  

 
 

 
 

  AB 2 < 

   :نقطه داريم ، هفت2ضلعي منتظم به ضلع  درون شش)د

   :اند و در نتيجه نقطه در يك مثلث 7حداقل دوتا از. كنيم مثلث تفكيك مي 6ضلعي را به سطح شش

 
 

    AB < 2  
 

  :نقطه داريم R ،9 درون دايره به شعاع) ه

ها در يك قطـاع دايـره قـرار           تا نقطه داريم حداقل دوتا از آن      9قسمت كنيم، چون   8 را اگر سطح دايره  
   :تر است ها از شعاع دايره كم ي آن گيرند و فاصله مي

  
  

   AB R < 
    

  :نيست R نقطهدوي  تا باشد، حداكثر فاصله6تر از  در مورد دايره دقت كنيد كه اگر تعداد نواحي كم

      
  پنج قسمت

AB R sin2 36<   

  چهار قسمت

AB R 2<  

  سه قسمت

AB R 3<  
  
  

  تر است؟ كم 1ها از ي دوتا از آن ، حداقل چند نقطه برداريم تا مطمئن باشيم فاصله4لاع به ضلعالاض  درون مثلث متساوي
الاضـلاع بـه       پس بايد دو نقطه درون مثلث متساوي       ،است 1تر از   ي دوتا از نقاط كم      چون فاصله  

 كنـيم؛   تقـسيم مـي    1الاضـلاع بـه ضـلع       هاي متـساوي     بنابراين سطح شكل را به مثلث      باشند و  1ضلع
  .نقطه برداريم 17ناحيه داريم و بايد حداقل 16پس

  
  
  

  تر است؟ ي دوتا از نقاط حتماً از چه عددي كم فاصله. ه نقطه داريم، ن2ُ درون مكعبي به ضلع
 داريم كه حداقل   1تا مكعب به ابعاد   8 و كنيم   حجم مكعب را هشت قسمت مي      ،چون نهُ نقطه داريم    

AB  :تر است كم 3ها از قطر مكعب يعني  ي آن  ها دوتا نقطه هست و فاصله يكي از آندر  < 3  
  
  

حـالا اگـر سـؤال     . در يـك لانـه هـستند   »عـضو  2حداقل«داديم  كبوتري نشان مي  لانهجا به كمك اصل تا اين    كبوتري مسائل تعميم اصل لانه     
  :طوري است  ماجرا اين.رويم كبوتري مي گيرند، از تعميم اصل لانه عضو يا بيشتر در يك لانه قرار مي 3بخواهد ثابت كنيم كه حداقل

mلانه قرار بگيرند و nكبوتر در mاگر k n> kكم گاه در حداقل يك لانه، دست  آن،)عددي طبيعي است k(باشد  ×   .كبوتر وجود دارد +1
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k گـوييم در حـداقل يـك لانـه،          ي اين تقسيم صفر بود، فقط مـي         مانده  البته اگر باقي  . قسمت تقسيم تعداد كبوتر بر لانه است        خارجk   كبـوتر
  :پس دو حالت داريم. داريم
mاگر )الف kn= ،يعني تعداد كبوترها دقيقاً    باشد k كـم    يـك لانـه دسـت       حـداقل  گاه در   آنو  )  تقسيم صفر است   ي  مانده  باقي(ها است     برابر لانهk 

  .كبوتر وجود دارد
ر اگ)ب

r
m kn r

≠
= +

0
kكم  يك لانه دست حداقلگاه در آنو مانده هم داريم  يعني در تقسيم تعداد كبوتر بر لانه، باقي  باشد،    .كبوتر وجود دارد +1

پس مثلاً در بين
80

50
49

oÿº 
cÃdÅjkø 
p¼¶AïyºHj چون

> ×
> ×
> ×

80 2 32
50 3 16
49 4 12

گوييم ، مي
3

5

oÿº ®¤Hke
jkø 4 ®¤Hke

p¼¶AyºHj ®¤Hke 16داراي
·Iv§Ä ³Iº −»H ýoe
oM ·Iv§Ä Á½kºI¶Â¤IM

·Iv§Ä k²¼U ½I¶
  .هستند 

  

  مانده باشند؟ باقي هم 7ها بر تا از آن3كم  دستيقينصحيح لازم است تا به   حداقل چند عدد
r  :حالت است7داراي 7ي تقسيم بر   مانده باقي  , , , ,0 1 2 6=    

mمانده باشند بايد باقي هم 7تا بر3كم كه دست پس براي اين 2 7> mيعني ×   .صحيح لازم است عدد 15 پس حداقلباشد؛ <14
  
  

اقل حـد . انـد  شيراز و مشهد به اردو دعوت شده هندبال و بسكتبال از تهران، اصفهان،       هاي واليبال،   ان ورزشكار در رشته    مردان و زن   
  ؟ وجود دارد جنس و همشهري  هم،رشته نفر هم 5ها حداقل چند نفر باشند تا مطمئن باشيم در بين آن

n پس ،شهر داريم  4ورزش و  3،حالت براي جنسيت  2 2 3 4 24= × ×  ،نفر در يك لانه باشـند      5كه حداقل   براي اين . وجود دارد لانه   =
mبايد 4 24>   .نفر97داقلباشد يعني ح ×

  
  

  مانده چگونه است؟ باقي عضوهاي همتعداد . كنيم تقسيم مي 21صحيح متمايز را بر عدد 65
mبا  nعدد و =65      : ريممانده، دا يحالت باق =21

  

65پس 3 21> 3و بنابراين حداقل × 1 4+   .مانده داريم باقي عضو هم =
  

بايد بـرداريم   ) يا چند مهره از كيسه    (حداقل چند عضو از يك مجموعه       « :پرسند  در برخي مسائل مي    !):استراتژي آقاي همساده   (مسائل بدترين حالت  
تـرين آدم دنيـا       به جـاي بدشـانس    ) موقتاً(در اين مسائل خودتان را       » خاصي وجود دارد؟    شده، ويژگي   انتخاب تا اطمينان داشته باشيم كه در بين اعضاي       

  . ـ تا حد ممكن ـ دير رخ دهدمورد نظرنظر بگيريد كه اتفاق  يعني بدترين حالت ممكن را در! قرمزي مثلاً آقاي همساده در سريال كلاه... بگذاريد 
  

}ي  از مجموعه , , , , }1 2 3 18 د عضو انتخاب شود تا مطمئن باشيمحداقل چن:  
  .هست 3 در بين اعداد انتخابي مضرب)الف

,شوند يعني اول    در انتها انتخاب مي    3 مضارب در بدترين حالت،   , , , , , , , , , ,1 2 4 5 7 8 10 11 13 14 16 و سپس در عدد    ) تا عدد 12(شوند    خارج مي  17
  .تخاب شودتا عضو بايد ان13 پس حداقلرسيم؛ مي 3سيزدهم به مضرب

  . در بين اعداد انتخابي عدد اول هست)ب
,  :داريم  باشيم تمام عددهاي غيراول را برمي  اگر بدشانس , , , , , , , , ,1 4 6 8 9 10 12 14 15 16 18   

  .رداشتعضو بايد ب 12 پس حداقلآيد؛ ، اولين عدد اول درميدوازدهم عدد و سپس در عدد 11يعني
  ) خارج از كشور سؤال بوده92اين در سراسري (. است 17 در بين اعداد انتخابي دو عدد با مجموع)ج

)  : از ندا عبارت 17هاي مجموع   گروه , )8 9،( , )7 10،( , )6 11،( , )5 12،( , )4 13،( , )3 14،( , )2 15،( , )1 16   
 17مجمـوع عـدد بـا      2تا عضو داريـم و هنـوز      10.كنيم  را هم انتخاب مي    18و 17داريم،  در بدترين حالت اول از هر گروه فقط يك عضو برمي          

  .عدد ضروري است 11 پس انتخاب حداقلنداريم؛
  .اشند در بين اعداد انتخابي دو عدد هست كه نسبت به هم اول نب)د

  .اند ل شوند كه نسبت به هم او اگر بخت ياري نكند، تا حد امكان اعدادي انتخاب مي
  !طلبد ت بيشتري مي پس دق آمده است؛93 و هم در سراسري89 اين هم در سراسري

,در بدترين حالت، , , , , , ,17 13 11 7 5 3 2   .دن دو عدد خواهيم داشت كه نسبت به هم اول نباشنهمكنيم و سپس در عدد  را انتخاب مي 1
  

2165
63 3
2
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}ي سپارند كه اگر از مجموعه ها به خاطر مي  بعضي , , , , n}1 2 3 2 اي با زيرمجموعهn   : قطعاً در بين اعضاي انتخابي،عضو برداريم +1
nدو عضو با مجموع  +2   .پذير باشد گري بخش يكي بر ديدو عدد هست كه دو عضو متوالي هست؛  هست؛  1

  )91  از كشور سراسري خارجمانند (:بينيم ها مي تخاب مهرهيك مثال هم با ان
  

 آبي حداقل چند مهره برداريم تا با اطمينـان در بـين           ي   مهره 7 سبز و  ي   مهره 5، قرمز ي  مهره 4، سفيد  ي  رهمه 3اي شامل   از كيسه  
  :هاي انتخابي مهره
  .ي قرمز باشد  حداقل يك مهره)الف

)شوند  سبز و آبي انتخاب ميهاي سفيد، مهرهن حالت، اول تمام تري در بدشانس )+ + =3 5 7   .رسيم ي قرمز مي ي شانزدهم به مهره سپس در مهره 15
   .درنگ باش  هم ي  حداقل دو مهره)ب

  .رسيم رنگ مي ي هم ي پنجم، به دو مهره داريم و سپس در مهره در بدترين حالت، اول از هر رنگ يك مهره برمي
   .دباش رنگ هم ي مهره 5 حداقل)ج

4 پس داريم،  تا برمي 3تا سفيد نداريم و   4البته. داريم  مهره برمي  4 اول از هر رنگ    ،در بدترين حالت   4 4 3+ + ايـم و     مهره برداشـته   15يعني +
  .رنگ داريم تا هم5 حداقل قطعاشانزدهمي   اما در مهرهرنگ نداريم  همي مهره 5هنوز

  . حداقل يكي از هر رنگ باشد)د
شـوند    و قرمزهـا انتخـاب مـي   هـا   آبـي ،هاي سـبز   آيـد؛ يعنـي همـه       ن مـي  در آخر بيرو  ) تر است    كم كه از همه  ( سفيد   ي  در بدترين حالت، مهره   

)= + +16 5 7   .آيد و از هر مهره يك رنگ خواهيم داشت  ميبيرونسفيد امُ 17ي و سپس در مهره) مهره4
  

  
  )92 نهايي(  اند؟  آموز در يك روز هفته متولد شده  حداقل چند دانش،نفري 30در يك كلاس - 68

  1(4   2(5   3(6   4(7   
  )91نهايي (  لدشان يكسان است؟ها ماه تو  حداقل چند نفر از آن. آموز دارد دانش  601اي مدرسه - 69

  1(51   2(52   3(49   4(50   
  )83سراسري (  كم چند نفر داراي ماه تولد يكسان هستند؟ نفري، دست54در يك كلاس - 70

  1(3   2(4   3(5   4(6   
  اند؟ دنيا آمده  نفره، حداقل چند نفر در روز شنبه به29در يك كلاس -71

  صفر) 4   6)3   5)2   4)1  
توان مطمئن بود كه      در يك شهر، حداقل چند نفر ساكن باشند، مي        . تر است   كم 300000دهد كه تعداد تارهاي موي سر افراد از         آمار نشان مي   -72

  ) كتاب درسي33ي   صفحهتمرين(  دان تعداد تارهاي مويشان با هم مساوي است؟نفر از شهرون 2حداقل
  1(300000   2(600000   3(300001   4(600001   
  )81سراسري (  وتر قرار بگيرند تا حداقل در يك لانه بيش از دو كبوتر قرار داشته باشد؟ي كب كبوتر در حداكثر چند لانه 65 - 73

  1(31   2(32   3(33   4(34   
  )82سراسري (  اند، كدام است؟  در يك ماه از سال و در يك روز از هفته متولد شدهها ترين تعداد افرادي كه حداقل دو نفر از آن كم - 74

  1(75   2(78   3(85   4(88   
 24ي يكـساني بـر      مانده  ها باقي   حداقل چندتا از آن   . ايم  تقسيم كرده  24يك از اين اعداد را بر      ظر گرفته و هر   ن عدد طبيعي متمايز را در     50 -75

  )91 نهايي(  خواهند داشت؟
  1(2   2(3   3(4   4(5   
  )90 راسريس(  ي يكسان دارند؟ مانده ي حداقل چند عضو، باق12بر Sدر تقسيم عضوهاي. عضو از اعداد طبيعي است 50داراي Sي مجموعه - 76

  1(3   2(4   3(5   4(6   
  مانده چگونه است؟ باقي ، تعداد عضوهاي هم16بر عدد Sاعضاييك از  عضوي از اعداد طبيعي باشد، در تقسيم هر50ي يك زيرمجموعه Sاگر -77

  )88خارج از كشور (  عضو 4كم دست) 4  عضو 4تر از كم) 3  عضو 3كم دست) 2  عضو 3درست) 1  
  ي يكسان داشته باشند؟ مانده  باقي5 برو هم در تقسيم 7ها هم در تقسيم بر تا از آن2حداقل چند عدد داشته باشيم تا مطمئناً -78

  1(13   2(35   3(36   4(69   
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هـا    ت كه تعداد كلمـات آن      اين كتاب اس    حداقل چند صفحه در    .كلمه دارد  240و حداكثر  220اش حداقل    هر صفحه  صفحه دارد و   500كتابي -79
  ؟يكسان باشد

  1(22   2(23   3(24   4(25   
را  از چهار حالت عالي، خوب، متوسـط و ضـعيف            هاي رياضي، تجربي و انساني، امتياز آزمون يكي         آموزان رشته   در يك آزمون كيفي از دانش      -80
  آموز انتخاب كنيم تا مطمئناً سه نفر از يك رشته با امتياز يكسان انتخاب شوند؟ حداقل چند دانش. تواند داشته باشد مي

  1(13   2(24   3(25   4(8   
  هستند؟ 10ي يكسان بر مانده در كدام مجموعه حداقل دو عضو داراي باقي -81

  1({a ,a , ,a }10 10 101 9+ +     2({a ,a , ,a}9 8− −    
  3({a b,a b , ,a b }+ + + + +11 99   4({a ,a , ,a }1 10+ +   
هاي فوتبال، واليبال و بسكتبال از شهرهاي تهران، مشهد، اصـفهان و بوشـهر در يـك اردوي ورزشـي شـركت                        ورزشكار مرد در رشته    50 -82

  )87 نهايي(  شهري هستند؟ رشته و هم  حداقل چند ورزشكار هم.اند كرده
  1(4   2(5   3(6   4(7   
83- m     هاي  مانده ي، داراي باق11عدد وجود دارد كه در تقسيم بر 5 مطمئنيم كه حداقل   شوند و   رقمي انتخاب مي    ين اعداد سه  عدد به دلخواه از ب

  كدام است؟ mحداقل. اند يكسان
  1(45   2(55   3(56   4(66   
رنـگ   ي هم كم دو مهره   حداقل چند مهره خارج كنيم تا مطمئن باشيم دست        . اي قرار دارند    اخل جعبه  د هاي آبي، قرمز و زرد      ره به رنگ  مه 10 -84

  اند؟ خارج شده
  1(3   2(4   3(5   4(6   
كم چند مهره بايد انتخاب كنيم  دست. ي زرد است  مهره 7 و ي سبز   مهره 12ي سفيد،   مهره 10ي آبي،   مهره 8ي قرمز،   مهره 5اي حاوي   كيسه -85

  رنگ خارج شده است؟ ي هم مهره 4تا مطمئن شويم حداقل
  1(14   2(15   3(16   4(36   
 6كـم   حداقل چند گوي خارج كنيم، تا مطمئن باشيم دسـت         . گوي زرد موجود است    9 و گوي آبي  7گوي سفيد،  5گوي قرمز،  3اي  در جعبه  -86

  )90خارج از كشور (  رنگ باشند؟ شده هم گوي خارج
  1(17   2(18   3(19   4(20   
شونده بايد رأي بيشتر از سايرين داشـته باشـد، حـداقل رأي              انتخاب. اند  نفر نامزد انتخاب مشاوره با امور مدرسه       7نفري،40در يك كلاس   -87

  )88سراسري (  شونده، كدام است؟ انتخاب
  1(5   2(6   3(8   4(7   
  .بازي انجام داده است............... يك تيم وجود دارد كه حتماً . تيم فوتبال انجام شده است 9مسابقه بين 14 -88

   5حداكثر) 4   3حداقل) 3   4حداكثر) 2   4حداقل) 1  
a)حداقل چند زوج مرتب به صورت      -89 ,b)  و مثبت انتخاب كنيم تـا مطمـئن باشـيم در دو زوج انتخـابي، جمـع                  هاي اعداد صحيح    ، با مختص 

  )92سراسري (  هاي دوم، اعداد زوج هستند؟ هاي اول و جمع مختص مختص
  1(3   2(4   3(5   4(6   

x)بعدي، حداقل چند نقطه با مختصات صحيح به صورت          در فضاي سه   -90 ,y,z)          ي انتخـابي   قطـه انتخاب كنيم تا مطمئن باشيم حـداقل در دو ن، 
  هاي سوم، اعداد زوج هستند؟ هاي دوم و جمع مختص  جمع مختصهاي اول، جمع مختص

  1(7   2(8   3(9   4(10   
  پذير است؟ بخش 3ها بر تاي آن3حداقل چند عدد لازم است تا مطمئن شويم كه جمع -91

  1(5   2(6   3(7   4(10   
Sي  حداقل چند عضو از مجموعه     -92 { , , , }1 2 9=          دو عضو متمايز وجود دارد كه مجمـوع         ،بايد برداريم تا مطمئن شويم كه بين اعضاي انتخابي 
  )90 نهايي(  شود؟ مي 10ها برابر آن

  1(5   2(6   3(7   4(8   
Aي عضوي از مجموعهnي هر زيرمجموعه -93 { , , , , }1 2 3 8= ًحداقل. است 4ها برابر عضو دارد كه تفاضل آن 2، مطمئناn كدام است؟  

  1(3   2(4   3(5   4(6   
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