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  اعداد حقيقي و خط حقيقي 

ي بزرگ يعني اعداد گويا و اعداد  اين اعداد به دو دسته. ها را به صورت اعشاري بيان كرد        توان آن   اعداد حقيقي اعدادي هستند كه مي     
  . شوند گنگ تقسيم مي

 عدد صـحيح    ها  ت و مخرج آن   طوري كه صور    ها را به صورت يك كسر متعارفي نوشت، به          توان آن    اعدادي هستند كه مي    :اعداد گويا 

,  :مانند. بوده و مخرج غيرصفر باشد  , , / , ,...1 3 40 2 71894 24 4 5  

,e,   : مانند. كسر متعارفي نوشت يكها را به صورت توان آن   هستند كه نمي اعدادي : )يا اصم(اعداد گنگ  ,...2  
  

  )11ي   شماره-17ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(   ). گنگ است3(.تيس عدد گويا ن3ثابت كنيد كه 
 را به صورت يك كـسر متعـارفي      3توان  در اين صورت طبق تعريف مي     .  عددي گويا باشد   3فرض كنيم كه  : فرض خلف  :پاسخ 

q  :يعني. نوشت 0   ، p,q  ،  p
q3  

pكه در آن
qتا حد امكان ساده شده و ،(p,q) 1 )p

q
  : داريم،).ناپذير است  كسر تحويل

  p p p q ( )*q q
    

2
2 2

23 3 3  

p  : خواهد بود3 هم مضرب  p است، پس عدد3 مضرب p2يعني  k ,k 3  
kبا جايگذاري ,p k  )ي   در رابطه3 )  :  داريم*( k) q k q q k ,k     2 2 2 2 2 23 3 9 3 3  

pبنابراين صورت و مخرج كسر   . باشد   مي 3 نيز مضرب    q است، پس  3 مضرب   q2يعني
q3  پـذير هـستند و ايـن      بخـش 3 بر عـدد

(p,q)با 1شود لذا فرض خلف باطل و حكم ثابت مي.  در تناقض است .  
  

عـدد  بين هر دو «چنين  همو  ».شمار عدد گوياي ديگر وجود دارد شمار عدد گنگ و بي بين هر دو عدد گويا، بي     «دانيم    ور كه مي  همان ط 
 به نوعي ،اي بسيار فشرده گونه عبارت ديگر اين دو دسته از اعداد به  به».شمار عدد گنگ ديگر وجود دارد       شمار عدد گويا و بي      گنگ، بي 

  ) خاصيت پيوستاري اعداد حقيقي. (دان تنيده شدهبا هم 
چنين خط مستقيمي را خـط حقيقـي يـا محـور     . توانيم اعداد حقيقي را به صورت نقاط يك خط مستقيم نشان دهيم به زبان هندسي، مي  

  . استاي بر اين خط  هر نقطه از محور حقيقي، نمايش يك و فقط يك عدد حقيقي و هر عدد حقيقي متناظر با نقطه. ناميم حقيقي مي
  

  .  را روي محور اعداد حقيقي نمايش دهيد5عدد

 الزاويه داريم ي فيثاغورس در مثلث قائم  به كمك رابطه :پاسخ:  l   2 22 1 5  
  :پس

  
  
  

  اعداد حقيقي 
  . دهيم را مورد بررسي قرار مي)  ترتيبخواص. 2خواص جبري، . 1(در اين بخش اعداد حقيقي را معرفي كرده و خواص آن 

a) مرتـب  دوتـايي ي آن     ، تابعي است كه اعـضاي دامنـه       Aي   روي مجموعه  دوتايييك عمل     ,b))     يـا زوج مرتـب(a ,b)( ،
a ,b Aرد آن مجموعهي  بوده و بAاست .  

هـا را بـه عـضو ديگـري از            بـه عنـوان ورودي دريافـت كـرده و آن          با رعايـت ترتيـب       را   Aي  يك عمل دوتايي دو عضو از مجموعه      
  .كند  نظير ميAي مجموعه
Aاگر  , o}* عباشد، تابfباشد  كه به صورت زير تعريف شده است، يك عمل دوتايي مي :  

  f ( ,o) o , f (o , ) o , f ( , ) , f (o ,o) **** **     

 2طرفين به توان 
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  . پذيريم اي است كه آن را بدون دليل و برهان مي ، حكم يا گزارهاصل يا به اختصار اصل موضوع 

   در اعداد حقيقيهاي جمعي اصل
  .ناميم دارد كه آن را عمل جمع مي يك عمل دوتايي وجود ي  در مجموعه)1

a) زوج مرتب،اين عمل دوتايي ,b)را كه a ,bبه، هستند a bكهكند   نظير ميa b است  .  
xبراي هر:  جمعجايي   خاصيت جابه )2 , y،داريم :  x y y x    
xبراي هر: پذيري جمع  خاصيت شركت )3 , y , zداريم :  (x y) z x (y z)      
O  : وجود دارد كه داريم  O عضوي مانندي در مجموعه :  وجود عضو هماني جمع )4 x x   

O درعضو هماني جمع را  دهيم نمايش مي) صفر (0آن را با  ناميده و.  
x وجود دارد كه     در y، عددي مانند   از xبراي هر عضو  :  عضو قرينه  وجود )5 y 0در اين صورت. باشد  ميy ي قرينه راx 
)ناميم و معمولاً آن را با مي x)دهيم  نمايش مي.  
  
  )4ي   صفحه-مثال كتاب درسي(   .فرد است  ثابت كنيد عضو هماني جمع يعني صفر در دستگاه اعداد حقيقي منحصر به) آ
  )4ي   صفحه-مثال كتاب درسي(  .  منحصر به فرد استي هر عضو در ثابت كنيد كه قرينه) ب
x، اگرz وx،yقيقيبراي هر سه عدد ح) پ z y z  باشد، نشان دهيد كه x y) .قانون حذف (  

  )2ي   شماره-5ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(  
 فرض كنيم كه دو عضو )آ: پاسخO1و O2ي  از مجموعهعضو هماني باشند، پس ،:   

  O O O O O O  1 1 2 2 1 2  
   : در اين صورت. باشند درx عددي  قرينهy2 و y1 دو عددمثلاً.  منحصر به فرد نباشدي هر عضو در  فرض كنيم قرينه)ب

  y x ( ) , y x ( )   1 20 1 0 2  
  : توان نوشت بنابراين مي

  y y y (y x) y (x y )    2 2 2 1 2 10  

  (y x) y y y  2 1 1 10  
y. منحصربه فرد استو ازي هر عض قرينه   y  1 2   

) يعني آني ، قرينه باشدzدانيم كه اگر  مي)پ z)در وجود دارد و z ( z) ( )*  0،پس :   

  x x x (z ( z)) (x z) ( z)      0  

  x z y z
(y z) ( z) y (z ( z)) y y x y

  
        0  

  

x يعني،x از عدد حقيقيyتفريق عدد حقيقي  y حاصل جمعصورت به را xي  با قرينهyيمكن  تعريف مي :  
  x y x ( y)      

   در اعداد حقيقيهاي ضربي اصل
a) زوج مرتـب   ،اين عمل دوتايي  . ناميم  توان عمل دوتايي ديگري در نظر گرفت كه آن را عمل ضرب مي               مي ي   در مجموعه  )1 ,b) 

aرا كه ,bبه، هستند a b) ياa.b (كند و نظير ميa b است  .  
xبراي هر: جايي ضرب  خاصيت جابه)2 , y،داريم :  

  xy yx  
xبراي هر: پذيري ضرب  خاصيت شركت)3 , y,z،داريم :  

  (xy)z x(yz)  
  

 .است عضو همانيO1چون .است عضو همانيO2چون

 جمعجاييخاصيت جابه )1(با توجه به  . عضو هماني استصفر

 .است عضو همانيصفر )2(با توجه به  جمع پذيري خاصيت شركت

)با توجه به   جمعپذيريخاصيت شركت .است  عضو همانيصفر *(

)با توجه به  . عضو هماني استصفر جمع پذيري خاصيت شركت *(
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i.x  : وجود دارد كه داريم i عضوي مانندي در مجموعه:  وجود عضو هماني ضرب )4 x  
i دري ضربعضو همان را  دهيم نمايش مي) يك (1 ناميده و آن را با .  
xyجود دارد كه  و  در yمانندمنحصر به فرد    ، عددي    از xبراي هر عضو غيرصفر   :  وجود عضو وارون   )5 1 در ايـن  .باشـد   مـي 

x ياx1ناميم و معمولاً آن را با   ميxوارون را yصورت
  . دهيم  نمايش مي1

1عباراتي ماننديد كه دقت كن .وارون ندارد» صفر« عدد 
  .  تعريف نشده هستند0 يا0

 از  چنين منحصر به فرد بودن وارون هر عضو         و هم ) 1عدد  (توانيد منحصر به فرد بودن عضو هماني ضرب            مي )3(مانند مثال    
   . را ثابت كنيدي مجموعه

x يعني،y بر عدد حقيقي غيرصفرx عدد حقيقي غيرصفر باشد، تقسيم عدد حقيقي yاگر 
yضرب  را با حاصلx  در معكـوس 

x   : يعني.كنيم   تعريف ميyعدد x.y y 1  

   در اعداد حقيقيپذيري ضرب نسبت به جمع  اصل توزيع
x(y  :سه عدد حقيقي باشند، داريم  zو  x،yاگر  z) xy xz    
  

  )3ي   شماره-7ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(   : ثابت كنيد كهy وxهر دو عدد حقيقيبراي 
)x) آ y) ( x)y (xy)        ب(( x)( y) xy    

 آ: پاسخ(   x( y) x( y) x( ) x(y) xy xy ( )     0 0 0 1  
  ( x)y ( x)y y xy xy xy ( )       0 0 0 2  

  ( ),( ) x( y) ( x)y xy     1 2  

)  )ب x)( y) ( x)( y) ( x) ( x)(y) ( xy) xy           0 0 0  

  
 و6اعداد   -1 1  .  را روي محور اعداد حقيقي نمايش دهيد13

 )11ي  اره شم-17ي   صفحه-مشابه تمرين كتاب درسي(  .  عددي گنگ است7ثابت كنيد    -2

 )12ي   شماره-17ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(  .  گويا نيستlog3ثابت كنيد كه    -3

: راهنمـايي () ي هيپاسـوس    قـضيه (، نسبت طول قطر به طول ضلع، عددي گنگ است           aثابت كنيد كه در هر پنج ضلعي منتظم با طول ضلع             -4
 )10ي   شماره-17ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(  .)اند در شكل زير متشابه FEAو ABEد كه دو مثلثابتدا نشان دهي

 
  
  
  

 . هاي زير را ثابت كنيد اعداد حقيقي باشند، هر يك از گزاره yو xاگر   -5
)يعني .  برابر همان عدد حقيقي است،ي هر عدد حقيقي ي قرينه قرينه) آ x) x    )1ي   شماره-5ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(  
xاگر) ب y  xگاه ، آن0 y .  

x(y  : داريمz وx ،yثابت كنيد براي هر سه عدد حقيقي) آ   -6 z) xy xz   
  .  استx برابر،x كنيد وارون وارون هر عدد حقيقي غيرصفرثابت) ب

xyگاهثابت كنيد كه هر   -7  xگاه  ، آن0  y يا0   )2ي   شماره-7ي   صفحه-تمرين كتاب درسي(   . و برعكس0

 عدد

 .است  عضو همانيصفر

  پذيري ضرب توزيع
 نسبت به جمع

    ضربپذيريتوزيع .است  عضو همانيصفر
 نسبت به جمع

 .است  عضو همانيصفر .استصفر عضو هماني
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  نمايش اعشاري اعداد حقيقي
و يـا   ) مختـوم (پـذير     بسط اعشاري يك عدد گويا ممكـن اسـت پايـان          . توانيم يك بسط اعشاري در نظر بگيريم        ميبراي هر عدد گويا     

  . باشد) متناوب ساده يا متناوب مركب(ناپذير ولي متناوب  ايانپ
  :به عنوان مثال

,  )مختوم(پذير  بسط اعشاري پايان    / 3 3 0 754 4  

,  متناوب سادهناپذير و  بسط اعشاري پايان   / ... /  1 1 0 3333 0 33 3  

,   متناوب مركبناپذير و بسط اعشاري پايان   / ... /  7 7 0 23333 0 2330 30  

1در بسط اعشاري  (شوند    در بسط اعشاري متناوب ساده يا مركب، دسته ارقامي كه مرتباً تكرار مي             
/ يعنـي  3 ... /0 33 0 3 ،

چنـين   هـم . شـود  ط كشيده ميي گردش دارند، خ نامند و بالاي ارقامي كه دوره    عدد مي  ي گردش   دورهرا  ) شود   مرتباً تكرار مي   3عدد  

7در بسط اعشاري  (ي گردش و مميز قرار دارند،         ارقامي كه بين دوره   
/ يعني   30 ... /0 2333 0 ي گردش و مميز       بين دوره  2، عدد   23

  .نامند  ميارقام غيرگردش.) قرار دارد
كسر يا عدد گوياي مـساوي آن را        توانيم به كمك فرمول زير،        گويا را داشته باشيم، مي    يك عدد   ) ساده يا مركب  (اگر بسط اعشاري متناوب      

  :دست آوريم به

   


m n m
m n

a a ...a b b ...b a a ...a
c / a a ...a b b ...b c

... ...


  1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 99 900 0  

  يا   

  
 

m nc / a a ...a b b ...b c ... ... 1 2 1 2 99 9 00 0  

  
  

  .اعداد اعشاري زير را به صورت كسر متعارفي بنويسيد
0/)آ 0/)ب  341 1/)پ   721 2/)ت  912 623  

 آ :پاسخ(  /  3410 341 1000  

/  )ب  7210 721 999  

/   )پ       912 9 903 301 6311 912 1 1 1990 990 330 330  

/   )ت ( ) ( ) ( )           623 62 561 187 7872 623 2 2 2900 900 300 300  
  

) تـا چنـد رقـم اعـشار       ( تقريبي اعشاري    ،براي نمايش بسط اعشاري اين اعداد     .  دارند  وبناپذير و نامتنا     گنگ بسط اعشاري پايان    اعداد
  :مانند. گيريم ها در نظر مي براي آن

   / ...2 1 414213  
/   :باشد  ول قطر آن مي طمحيط دايره بر   تقسيم   ، برابر با خارج قسمت )عدد ارشميدس  (عدد پي ...  3 1415926  

nحاصلبا نپرين، اين عدد برابر عدد 
n
lim ( )n

 e  :باشد و عددي گنگ مي  11 / ... 2 7182818  

  

  به تعداد ارقام
 ي گردش دوره

  به تعداد ارقام
 غير گردش

nتا mتا 

 )ارقام بعد از مميز (–)گردشرارقام غي(
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  بسته بودن نسبت به اعمال جبري 

 هر دو  ضرب و تقسيمِكه حاصل جمع، تفريق، يعني اين. بسته است) جمع، تفريق، ضرب و تقسيم    ( نسبت به اعمال جبري      ي  مجموعه

  . عدد حقيقي، يك عدد حقيقي است

  اما در مورد اعداد گنگ چنين نيست، زيرا . ي اعداد گويا نسبت به اعمال جمع، تفريق، ضرب و تقسيم بسته است چنين مجموعه هم

c,دانيم كه  مي 2    اما ، است2

)c. نيستي اعداد گنگ نسبت به عمل جمع بسته  مجموعه   )    2 2 0  

)c. ي اعداد گنگ نسبت به عمل ضرب بسته نيست مجموعه   )( )    2 2 2  

c. ي اعداد گنگ نسبت به عمل تقسيم بسته نيست مجموعه     


2 1
2

  

,cبه عنوان مثال   . بسته نيست ي اعداد گنگ نسبت به عمل تفريق    چنين مجموعه هم 2 c  : اما، است 2  2 2 0  

  . كنيم ي زير را بدون اثبات بيان مي در مورد اعمال جبري روي اعداد گويا و گنگ قضيه

a عددي گنگ باشد، اعدادb عددي گويا و غيرصفر وa اگر:1ي  قضيه b،ab،a
b

b و
aگنگ هستند  .  

  
   عددي گنگ باشد، كدام يك از عبارات زير الزاماً گنگ هستند؟  عددي گويا وaاگر

a)آ a 3  ب(( )  a)پ  21   3   ت(a  

))ث )   ج(a
 1

)چ    2  ح(a 4  

 چون )آ :پاسخ a           ،داريمو اعداد گويا نسبت به اعمال جبري بسته استa 3 .    ي قبـل    بنابراين طبـق قـضيه،ca 3  و 

caلذا a  3 است .  

 اگر)ب  2 )  : ، پس1 ) ( )      2 21 2 1 1 2  

( )  21 لزوماً گنگ و لزوماً گويا نيست.   
a اگر)پ 1باشد، داريم a       3 a، پس 0  3لزوماً گنگ نيست  .  

log)ت logاگر ). 3با توجه به سؤال ( عددي گنگ است   3  aو 3 10 گاه باشد، آن :  loga   310 3   

  .  گنگ نيستلزوماً aپس

 اگر)ث  )  :باشد، داريم 2 ) ( ) ( )     
2 2 22 2 2   

)پس ) ًگنگ نيست لزوما  .  

 گنگ است، پسچون )ج ، عدد)aو با توجه به گويا بودن(ي قبل   نيز گنگ است و طبق قضيه1
a

 1
  .  لزوماً گنگ است

 عدد)چ 2 ًزيرا اگر. گنگ نيست لزوماbيك عدد گويا باشد و b  2گاه  ن ، آ  bb         2 1 1 40 2  

c باشد، داريم1، عددي مانند bپس اگر   1 5
 و ضمنا2ً   2 پس.  بود خواهد1 2لزوماً گنگ نيست  .  

a)ح 4  زيرا اگر.  لزوماً گنگ نيست  4 a و 2 1داريم :  a     4 2 1 3  
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 . درستي يا نادرستي هر يك از عبارات زير را مشخص كنيد   -8
  .پذير هستند ي اعداد حقيقي وارون همه) آ
  . بسته است) جمع، تفريق، ضرب و تقسيم(ي اعداد حقيقي نسبت به اعمال جبري  مجموعه) ب
  .بسته است) جمع، تفريق، ضرب و تقسيم(ي اعداد گنگ نسبت به اعمال جبري  مجموعه) پ

)ت 1
0  

  . شود ناپذير و متناوب، اصم ناميده مي پايانهر عدد حقيقي با بسط اعشاري ) ث
  . پذير هستند ي اعداد گنگ وارون همه) ج
  . حاصل هر عدد گنگ به توان يك عدد گنگ، عددي گنگ است) چ

 . كسر متعارفي اعداد اعشاري زير را بنويسيد   -9
1/)آ 1/)ب   373 2/)پ  373 30/)ت  47 07  

  يك از اعداد زير حتماً گنگ هستند؟  گنگ باشند، مشخص كنيد كدامياعداد و اگر   -10

)آ


3
)ب  


)پ  1   2 6 10  

)ت     ث(  2
3  

  يك از عبارات زير الزاماً گنگ هستند؟  عددي گنگ باشد، كدام عددي گويا وaاگر   -11

a)آ
a

  


2
)a)ب    )  a)پ  3 2  ت(a  

1  

  
  ها ترتيب و نامساوي

  . ها است يكي از خواص مهم اعداد حقيقي، مرتب بودن آن
b است اگر و تنها اگـر bتر از   كوچك aگاه  دو عدد حقيقي باشند، آن     bو a اگر  a   ايـن ترتيـب را   .  عـددي مثبـت باشـد

aبا bيا b aدهيم  نشان مي .  
aبين هر دو عدد حقيقي، دقيقاً يكي از روابط  bيا a bيا a b1. برقرار است   

  .تر است ، بزرگاند روي خط حقيقي، هر عدد، از اعدادي كه سمت چپ آن قرار گرفته
  

a علامت bيعني ،aتر يا مساوي  كوچكbاست  .  

  ها واص نامساويخ
a اگر)1 bو b cگاه ، آنa c .  2(اگر a bو c dگاه  ، آنa c b d   .  
a اگر)3 bو cگاه  عددي حقيقي باشد، آنa c b c   .  4(اگر a bو c 0گاه ، آنac bc .  

a اگر)5 bو c 0گاه  ، آنac bc.  6(اگر a ,b 0يا a ,b 0گاه ، آنa b a b  1 1  

aگاه  مثبت باشد، آنb منفي وa اگر)7 b a b  1 a اگر)8  1 ,b 0گاه ، آنa b a b  2 2  
  

aاگر b،a cو b c a 2 2 aثابت كنيد كه، 2 b c 3 3 3 .  
 پاسخ:  

    
  

  b c aa(b c ) b c a b c       
2 2 22 2 3 3 3 3 3  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   .نامند  مي»اصل تثليث« اين گزاره را -1

 )2(خاصيت 
b   طرفين2

 )4(خاصيت 

c   طرفين2
 )4(خاصيت 

a b ab b
ab ac b c

a c ac c

   


   
   

2 3

2 2 3 3

2 3
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:داريم 1 2 213 3  :پس، 2
 
 
 
  

,  :چنين هم ( )   2 2 2 25 2 1 6 5 1  
  :پس

  
  
  
 

p,qپس اعداد صحيح.  عددي گويا باشد7فرض كنيم كه: فرض خلف 2 0 كهوجود دارند p
q   : بنابراين،7

  p p p q ( )*q q
    

2
2 2

27 7 7  

.  هستند7 مضربي از p و از آنجاp2 پس،نسبت به هم اول هستند qو p را داريم و7چون طرف راست تساوي عامل 

pپس k , k 7 و بنابراينp k , k 2 )، با جايگذاري اين رابطه در249   :  داريم*(

  p q k q k q , k     2 2 2 2 2 27 49 7 7  

 qو pكه با اينتناقض (پذيرند و اين يك تناقض است   بخش7هر دو بر  qو pپس. پذيرند  بخش7 نيز بر q و از آنجاq2بنابراين
   .باشد مي عددي گنگ 7پس فرض خلف باطل است و) . هستندنسبت به هم اول

log كه عددفرض كنيم: برهان خلف 3  : ناپذير نوشت توان آن را به صورت يك كسر تحويل پس مي.  گويا باشد3

  alog , a ,b , b , (a ,b)
b

   3 0 1  

3از طرفي  log پس،است1 3 a در واقعوباشد   مي0 ,bتعريفبه كمك .  هستندlogداريم :  

  a b ( )* 10 3
a a

b bb balog ( )
b

    3 10 3 10 3  

aچون , bطرف چپ تساوي، هستند (  وجود ندارد و اين 10 است در حالي كه در سمت راست تساوي عامل 10 مضرب *(
logرض خلف باطل است وپس ف. تناقض است   .  گويا نيست3

 .)ضلعي در دايره محاط شده است گوييم پنج اصطلاحاً مي(گذرد  اي بر رئوس آن مي ضلعي منتظم است، دايره چون پنج 4

360  برابرDEو CD,CB,AB,EAهاي طول هر يك از كمانو 
5


باشد و لذا طبق   مي

   :روابط زواياي محاطي داريم

    BEA EAD ABE    360 1 365 2


  

  
  

  b به توانطرفين

2طرفين به توان   
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   :از طرفي.) الساقين هستند اين دو مثلث متساوي. (به حالت دو زاويه متشابه هستند ABEو FEAپس دو مثلث
     BFA FEA FAE , DAB     72 2 36 72    

  :  داريم، در نظر بگيريمaضلعي را برابر با الساقين است و اگر طول پنج  متساويFABدر نتيجه مثلث

  AB BF a   
EFچنين اگر قرار دهيم و هم FA x دو مثلث داريم تشابهگاه با توجه به  ، آن  :  

  EF EA x aFE A A BE x xa aAB EB a a x
 

       


2 2 0  

  x xx a x a a
          01 5 1 5 1 5

2 2 2  

x.عدد گنگ است   a
a
     1 5 1 5

2 2   

) براي اثبات تساوي)آ 5 x) x  في است نشان دهيم كه، كا( x) ( x)    0) اگر، 5زيرا طبق اصلyي  قرينهxداريم، باشد  
x y 0 (پس: 

   ( x) ( x) ( x x) ( )( x x) ( )( x) ( )x x x                  1 1 1 0 

y   )ب ( y)
x x x (y ( y)) x (( y) y)

  
      

00  

  (x y) y y y  0  

x(y  ) آ 6 z) x(y ( z)) xy x( z) xy ( xz) xy xz          

x) بايد نشان دهيم كه)ب ) x  1 1 .  

  (x )x
(x ) (x ) (x ) (x )x ((x ) (x )).x x x

            
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1  

 : اين گزاره دو شرطي است و براي اثبات داريم 7
( )اگر x 0يا y 0گاه ، آن(?) xy 0   

xاگر: اتاثب 0توان نوشت  باشد، پس مي:  

  x x x    0 0 0 2 0 

x   :به همين ترتيب x x x      0 0 0 0 3 0  

x......  :پس x x yx        0 0 0 0 0  

xyجايي دارد، داريم و چون ضرب خاصيت جابه 0 .بنابراين اگرx 0گاه  آنxy 0 .  
yبه همين ترتيب اگر 0 شود كه  ثابت ميxy 0و لذا اگر x 0يا y 0گاه ، آنxy 0.  

( ) اگرxy 0 ،گاه  آنx 0يا(?) y 0  

xاگر :اثبات 0 اگر. شود مسأله ثابت مي ،باشدx 0دهيم كه  باشد، نشان ميy 0 چون. استx 0پس ،x
  : موجود است و داريم1

  xy (xy) (xy)
x x x

     1 1 10 0 0 0  

  (yx) y(x ) y y
x x

         1 10 0 1 0 0  

 طرفين وسطين

ي دوم  ي درجه حل معادله  

 جمعجاييخاصيت جابه  .صفر عضو هماني است

  پذيري جمع شركت  .صفر عضو هماني است  طبق فرض

  پذيري ضرب نسبت به جمع توزيع  تعريف تفريق

   عضو هماني1
  .ضرب است

 پذيريشركت
 ضرب عمل

   عضو هماني1
  . ضرب است

x


  طرفين1

x  ضرب پذيري خاصيت شركت   ضرب جايي خاصيت جابه
  . عضو هماني ضرب است1  .است x وارون1

  نسبت به جمعپذيري ضربتوزيع

  .جمع است صفر عضو هماني

   بار2
  .جمع است صفر عضو هماني

  .جمع است صفر عضو هماني

yبار  

  اثبات توجه به قسمت قبلبا

   بار3

 طول قطر تركيب در صورت
 طول ضلع
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  . پذير نيست  وارون0زيرا عدد.  نادرست است)آ 8
  .  درست است)ب
  .)هاي نقض به درسنامه رجوع كنيد براي ديدن مثال(. يك از اين اعمال بسته نيست  اعداد گنگ نسبت به هيچي مجموعه.  نادرست است)پ

1. نادرست است)ت
  .  تعريف نشده است0

  . شود ناپذير و نامتناوب، اصم ناميده مي هر عدد حقيقي با بسط اعشاري پايان.  نادرست است)ث
و چون (باشند  پذير مي  وارون صفري اعداد حقيقي به جز عدد اي از اعداد حقيقي هستند و همه اعداد گنگ زيرمجموعه.  درست است)ج

  . پذير هستند واروني اعداد گنگ  پس همه) صفر عدد گنگ نيست

)   گنگ هستند اما2 و23اعداد نادرست است، )چ ) ( ) ( )   
2 2 2 2 23 3 3 3  

/  )آ 9  13731 373 1000 

/   )ب   373 13721 373 1 999 999  

/   )پ     47 4 43 2232 47 2 290 90 90  

/   )ت   7 0 270730 07 30 90 90  

 عبارت)آ 10


3
,. گنگ است  : تواند گنگ يا گويا باشد  مي      



3 3 33 2
2

 گرا

. گويا است        


3 2 22 2
2

  اگر 

 گنگ باشد، اگر،)1(ي   طبق قضيه)ب

. ( حتماً گنگ است1


  ). استمعكوس،  بر عدد گنگ1يعني حاصل تقسيم عدد گوياي  ،1

)   :داريمتواند گنگ يا گويا باشد، زيرا  اين عدد مي )پ )      2 26 10 3 1  

). گنگ است  :پس )       2 22 6 10 2 3    اگر1

). گويا است   )             2 22 3 6 10 2 3 3 1 2 1    اگر3
     

,. گنگ است   زيرا،تواند گنگ يا گويا باشد اين عدد مي )ت          2 3 2 3    اگر6
.  استوياگ              2 2 2 2 2    اگر2

2 ، عدد)1(ي  با توجه به قضيه گنگ باشد،  اگر)ث
  .  گنگ است3

a  :داريم )آ 11 a
a a a a

       
  

2 2 1 

a، )1(ي   قضيهطبق، cچون 
a a

    


2   .  الزاماً گنگ است1

اگر )ب   )a باشد، داريم3 ) a( ) a( )         3 3 3 3   .  لزوماً گنگ نيست0

 اگر)پ  a باشد،2 a    2 2 a 2نيست الزاماً گنگ  .  

c چون)ت ,a 1(ي  ، طبق قضيه(،a و لذا 
a 

  .  گنگ هستند1

 : يك عدد منفي باشد، داريمaاگر 12

  aa a
aa a

 
      

2
1 0

2 2
1 1 10 0 0  
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